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PREFACE 

£n  formt  de  Difiours  fur  la  meîUiwre  manière 
^  A'étuàUr  Us  Mathématiques  relativement 

f  aux  Places  que  Van  doit  occuper. 

SI  Ton  ne  fe  propofoît  que  de  ^ultîplîet  ^f^^ 
les  connoiflances  qu'on  peut  acqué^dc  i*éa£ 
^  rir  fur  les  propriétés  de  la  grandeur  confî-^J^^ 

^  dérée  en  général  &  dans  fes  différentes 

efpéces  ;  la  méthode  la  plus  courte  &  la 
plus  générale  feroit  affurément  celle  dont 
il  faudroit  faire  uiage  dans  l'étude  des  ma** 
thématiques»  Mais  il  s'en  faut  beaucoup 
que  ce  foitlà  le  cas  où  fe  trouvent  la  plus 
part  de  ceux  qui  coniàcrent  aujourd'huy 
quelque  tems  à  cette  fcience.  Deilinés 
prefquetousà  des  occupations  où  ils  ne  fe- 
ront que  peu  d'ufage  des  vérités  purement 
géométriques  ;  il  eft,ce  me  femble^  évident 
que  ces  mêmes  vérités  ne  doivent  pas  être 
le  feul  objet  de  leurs  recherches.  Outre  les 
avantages  fans  nombre  que  nous  procurent 
les  Mathématiques  par  ime  application 
direâe  à  tous  les  Ans  curieux  ôc  nécef- 
faires  ;  il  en  eft  un  plus  intéreffant  pour 
le  plus  grand  nombre  de  ceux  qui  veulent 
au  moins  avoir  une  connoiffance  fufEiante 
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des  principaux  éléments  ;  c'eft  peut-êtfê 
même  le  feul  qu'ils  doivent  envifager ,  je 
Cet  objet  yeux  dire  TArt  du  raifonnement  qui  eft 

eft  l'Arc  du      rr         >    t    \  i  ^ 

Raifonne-  effentiel  a  tous  les  ouvrages  de  cette  na- 
.Tp:us^[  ture.  Les  Mathématiques  ne  font  redeva- 
ks^ëw?"'  ^^^^  ^^'^  elles-mêmes  du  crédit  Qu'elles 
4i«it!  '  ont  aujourd'huy.  L^ambitlon  de  devenii? 
fçavants ,  le  defir  de  parvenir  à  connoître 
les  forces  de  Tefprit  humain  &  de  fixer  les 
bornes  de  fort  intelligence ,  tous  ces  motifs 
feroient  encore  de  foibles  raifons  de  pré- 
férer cette  fcience  à  toutes  les  autres* 
Tout  nous  invite  à  connoître  la  vérité ,  & 
à  la  préfenter  aux  autres  dans  fon  plus 
grand  éclat  ;  mais  Pun  &  l'autre  n'efl:  pas 
également  facile^  Comment  pouvoir  diflî- 
per  les  nuages  qui  l'environnent  ou  païf 
l'intérêt  &  la  malice ,  ou  par  la  complica- 
tion des  queftions  qui  la  renferment  ?  Com- 
ment démêler  le  vrai  d'avec  le  faux ,  pouif 
le  faire  connoître  feul  ;  fi  l'on  ignore  Tart 
de  raifonner  &  de  convaincre  ;  &  quelle 
étude  plus  propre  que  celle  des  Mathé- 
matiques pour  nous  rap'prendre  ?  C'efl  une 
logique  théorique  &  pratique  en  même 
tems,  puifque,  nonfeidement  elle  nous 
donne  des  règles  pour  raifonner  avec  pré-^ 
cifion  5  mais  qu^eUe  nous  en  bit  contraâèr 
Theureufe  habitude  ^  en  nous  mettant  dans 
la  néceffité  de  ne  donner  notre  con- 
fentement  qu'à  ce  que  nous  concevons 


évidemment.  Ceft  ainfi  que  les  Maïhé- 
hiatiques  font  applicables  même  dans  la 
Vie  civile,  jpourvû  qu*on  étudie  plus-tôt 
la  méthode  &  la  chaîne  des  iraifonnements  > 
que  les  dilFérentes  parties  qui  peuvent  en  * 
'être  Tobjet  ;  &  qu'on  joigne  à  cette  étude     ,  v  • 
telle  des  autres  hommes  qui  eit  toujours  a  «ppiiquer 
indifpenfable  pour  formeir  uii  vrai  philo- j^',^"^^^^^^ 
fophe*  Ceft  le  fentiment  des  plus  grands «qu»   «^ 
Géonietres)  d'aptes  M.  Defcartes  quiTùc^iità^ 
dégoutoit  quelquefois  de  fes  découvertes  > 
lorfqu'il  ne  ppuvoît  les  appliquer  au  bien 
tie  la  fociété.  M.  SGràvefandt  fe  plaint 
de  ce  que  Ton  s*occupe  plutôt  de  la  folu- 
tion  des  problêmes  j  que  de  leiir  natiire  ; 
fans  cloute  parce  que  cette  dernière  partie 
étant  plus  métaphyfique  que  la  première  , 
Teroit  auflî  plus  propre  à  former  té  juge- 
ment. Il  n*eft  pas  moins  cortVaîricu  de  là 
héceflîté.de  joindre  là  connoîflance  des 
hommes  à  celle  dont  nous  parlons  ;  &  dé- 
tide  clairement  oue  ce  h'eft  pas  fe  rendre 
propre  la  méthode  des  Géomètres ,  que 
de  raifonner  continuellement  fur  là  gran- 
deur, fans  paffer  au  de-là.  *  On  peut  ericote 


i  a      -^aii*  ..1 


HMathefis)  Quac  înquîrendo  vero  in  fcientiis  reliqubétîam 
in  vitâ  civili  magni  ufliis  cft  ;  fi  modo  aliarum  rcienciatum  i 
aut  ipforum  hominum  cognitîo  cùm  MatheG  conjungatur. 
Qui  enim ,  dum  Mathefi  animum  appKcac  »  caetera  néglîgki 
toon  propriè  Methodum  Mathcittacicam  addicit.  S*G.  Pt^h 
Elément.  Mathefeçs  univerfdïs. 
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voir  cette  vérité  détaillée  &  démontrétf 
avec  toute  la  juftefle  poflîble  ,  dans  la 
Préface  du  cours  de  Mathématique  de 
M.  Won. 

Plus  ïes  avantages  qu'on  retire  des  Ma- 
thématiques font  confidérables  ;  plus  cette 
fcience  a  de  rapports  avec  les  autres  qui 
femblent  n'être  ainfi  unies  entr'elles,  que 
pour  faire  voir  la  iiaifon  intime  qu'elles  ont 
Dîfiïrett.avec  celle  dont  nous  parlons  ;  plus  il  eft 

tes  CiaiTes  •  ^j  a*  •!/• 

de  ceux  qui  important  de  connoitre  comment  il  faut 
M«héffli"^^  conduire  dans  cette  étude.  Pour  cela, 
riuucs.Ma.il  faut  d'abord  difcutèr  à  fond  la  nature 
éîadîcff^des  méthodes  que  Ton  enploye  ;  &  enfuite 
j^|^*^*|^^diftinguer  parmi  ceux  qui  s*y  appliquent , 
on  a^ar!  différentes  Clafles ,  felpn  les  objets  qu'ils 
"^^'      ont  en  vue.  Pour  commencer  par  cette 
dernière  partie,  je  fais  attention  que  de 
tous  ceux  qui  étudient  la  Géométrie,  les 
uns  font  deftinés  à  faire  un  uiage  continuel 
de  ce  qu'ils  ont  appris ,  &  les  autres  ne  fe 
propolent  que  de  former  leur  efprit,  pour 
fe  rendre  plus  propres  à  remplir  des  fonc- 
tions qui  quoiqu'étrangeres  aux  Mathé- 
matiques ,   exigent  cependant  un  juge- 
ment folide ,  ^  une  certaine  précifion  géo- 
métrique ;  ce  oui  forme  deux  ClafTes  prin- 
cipales auxquelles  on  peut  ramener  toutes 
les  autres.  Les  premiers  ont  befoin  non- 
feulement  de  connoître  avec  une  entière 
évidence  les  principes  des  fciences  qu'ils 
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renient  approfondir  ;  mais  il  leur  faut  des 
méthodes  pour  diminuer  le  travail  ^  pour 
faire  des  progrès  plus  rapides  i  en  un  mot 
pour  découvrir  ce  qu'ils  ignorent  pac  les 
rapports  des  grandeurs  connues  avec  le» 
inconnues.  Il  eft  vifible  que  cette  partier 
n'eft  pas  moins  effentîeîle  au  Phyficien 

Su'au  Géomètre,  &  Ton  ne  peut  aller  loin 
ans  Tart  de  connoître  la  nature  ;  fi  Poa 
n'eft  également  habile  dans  les  expériences 
que  l'on  fait  pour  Tinterrogèr  ,  &  dans 
Tanalyfe  Ôc  la  comparaifon  de  leurs  ré- 
fultats,  pour  découvrir  de  nouyelles  pro- 
priétés. Souvent  un  Phyficien  Géomètre 
après  avoir  déterminé  les  principes  fondar 
mentaux  de  fa  Théorie ,   s'épargne  par 
la  jufteffe  de  fes  raifonnements ,  une  infi- 
nité d^expériences  inutiles  dans  lefquelles 
les  autres  donnent  au  hazard  ^  en  perdant 
leur  temps  fans  être  plus  avancés.  La  plus 
part  des  Ingénieurs ,  fur  tout  ceux  qui  fe 
deftinent  à  Ta  conduite  des  travaux  mili- 
taires ou  civiles,  doivent  évidemment 
avoir  des  connoiflances  très-étendues  fur 
la  Phyfique  ,  la  Méchanique ,  &  fur  tout 
ce  qui  a  rapport  aux  Fluides  &  aux  Choc 
des  corps  ;  ainfi  ils  font  dans  le  cas ,  dont 
nous  venons  de  parler;c'eft-à-dire  qu'ils  fe- 
ront habiles  à  proportion  du  plus  ou  moins 
de  connoiiTances  qu'ils  auront  dans  toutes 
ces  parties ,  par  te  fecours  des  Mathé- 
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matigues',  dont  elles  dépendent.  On  peu* 

çncdre  mettre  dans  cette  ÇlafTe  ceux  qui 

par  un  goût  décidé ,  joint  à  une  grande. 

pénétration ,  fe  font  déterminés  à  fuivre. 

entièrement  Tétude  des  Mathématiques  i 

<nais  il  ferpit  fuperilu  de  vouloir  inftruîre 

ici  des  perfonnes  guidées  par  le  génie 

même  de  la  Géométrie  ,  &  vrayement 

nées  pour  éclairer  les  autres.  Ce  même 

goût ,  dont  Peffence  eft   de  rechercher. 

^n  tout  la  vérité  ,  ne  leur,  permet  pas 

d'ignorer  aucune  des  voies  qui  peuvent  y. 

conduire.  A  peine  ont-ils  fait  les  premiers 

pas  ^  qu'ils  effayenç  d^ja  leurs  forces  >  & 

commencent  à  découvrir  lorfque  les  autres^ 

:^9nt  tout  au  plus  en  état  de  çonçevpir* 

Poijr  ceux  de  la  feepnde  ClafTe ,  ç*eft-à- 

^j^^^ng^ dire,  ceux  qui  fans  fe  deftiner.a  aucune 

partiaiHer  partie  des  mathématiques  leur  çonfacrent 

àé^'Sdt^, cependant  quelques  moments  ,  pour  fe 

J^^formeÇvT^ii  efprit  folide  &  judicieux  ;  il  eft 

de  ciaflc,  évident  qu'ils  doivent  s'appliquer  uniquç-. 

phiMait  «ïent  à  rafonner  jufte  ;  xiu'ils  doivent  étu- 

duç.  "  -  ;dier  les  méthodes  plutôt  en  Métaphyficiea 

qui  difcute  les  principes  fur  lefquels  elles^ 

ibnt  appuyées  ;  &  la  manière  dont  elles 

xemplifient  leur  objet  ;  qu'en^  Géomètre, 

qui  ne  s'en  fert  que  comme  d'un  înftru- 

ment  pour  découvrir  la  vérité.  Il  n'eft  pas 

çnoina  vrfible  qu'il  ne  s'agit  pas  pour  eux 

4'?PP*çndre  beaucoup  en  peu  dç  temps  j^^ 
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maïs  de  rechercher  en  tout  lévidence  ôc 
la  certitude  qui  font  les  deux  fomrces  d'où 
dérive  la  jufte^e  du  raifonnement  :  en  un 
mot ,  il  faut  qu'ils  regardent  plutôt  l'en- 
chainement  des  vérités,  &  la  force  qu'elles 
en  retirent ,  que  ces  vérités  elles-mêmes 
dont  un  grand  nombre  pourroient  leur 
devenir  inutiles  ;  &  fur  tout ,  comme  nous 
l'avons  déjà  dit ,  qu'ils  tâchent  d'appliquer 
le  fruit  de  leurs  connoiifances  au  bien  de 
la  fociété  y  à  laquelle  ils  appartiennent^ 
Ceft  pour  cettf  féconde  ClafTe  particu-» 
lierement ,  qu'u  faut  faire  choix  des  mé* 
thodes  y  puifque  leurs  fucçès  dépendent 
plus  de  la  manière  dont  ils  feront  conduits 
que  de  ce  qu'ils  auront  appris. 

On  peut  admettre  en  général  deux  parties  dwx  f«iu 
eifentielles  dans  les  Mathématiques ,  quel-flt'ijSÎ^ 
que  foit  la  méthode  dont  on  fait  ulage:i«"^«  ^ 
lune  peut  être  aùpellec  une  parue  pure-ti^wf^ 
ment  intelleôuelle ,  &  l'autre  une  partie 
purement  méchanique.  Les  Démonftra-^ 
tiens  des  opérations  ou  des  propofitions  ^ 
la  recherche  des  propriétés  des  Èquationa 
ou  des  figures  que  Ton  exanûne ,  la  dif- 
ctiffion  des  différents  ûrtis  dont  une  quef- 
tion  dt  fufceptible  j  l'é^gance  des  conf-- 
truâions ,  en  n*y  enployant  que  le  moins 
de  lignes  qu'il  eft  podlbli^  ;  tout  cela  dé-» 
pend  de  la  iagacité  de  celui  qui  démontre 
ou  ^ui  xeçhenfhQ  h  vérités  Les  opérations, 
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au  contraire  &  tout  ce  qui  y  a  rapport  > 
confîdéré  comme  tel ,  peut  être  regardé 
comme  une  partie  méchanique^  qui  ne 
demande  d'autre  talent  qn*une  certaine 
habitude  qui  dépend  plus  de  Péxercice  que 
du  jugement. 
Compas  Tout  le  mondc  fçait  en  général  qu'il  y 
u^ià^^  deux  deux  méthodes  en  ufage  dans  les 
^^lyj^Mathématiques ,  Tanalyfe  &  Ëi  fynthefe. 
^«  'Mais  tous  ne  connoiflent  pas  également 
ce  qui  diflférencie  eflentiellement  Tune 
de  l'autre.  On  remarquera  d'abord  que 
comme  on  ne  peut  démontrer  la  vérité  ians 
Élire  quelqu'opération  ;  (  Une  s^a^itpas 
des  axiomes  )  il  y  aura  dans  la  fynthefe , 
comme  dans  l'analyfe ,  une  partie  inteL- 
leôuelle  &  une  partie  méchaniqiie  ;  ainfi 
la  fynthefe  doit  avoir  fon  calcul  comme 
l'analyfe.  Ce  calcul  cft  ordinairement  fon^ 
dé  fur  les  proportions  &  leurs  différentes 
combinaifons ,  dans  ce  qu'on  appelle  pure 
fynthefe.  La  différence  de  ces  deux  mé- 
thodes confifte  donc  dans  la  manière^  dont 
chacune  procède  à  découvrirou  à  démon- 
trer la  vérité.  Celle-ci  appuyée  fiir  des 
principes  évidents  ou  des  propofitions  chii- 
rement  démontrées  >  marche  d'un  pas  lent 
mais  affuré  à  la  démonftcâtion  des  vérités 
Qu'elle  annonce.  Elle  ne  parle  que  par 
théorèmes ,  &  tous  fes  pas  font  étlairés 
par  Iç  flambeau  de  Tévidcnde*  Celle  ci 
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au  contraire  fuppofe  d'abord  ce  qur  eft  en 
queftion  >  &  félon  que  la  chaîne  de  fes 
conféquences  la  conduit  à  quelque  vérité 
où  à  quelqu'abfurdité ,  elle  en  conclud 
la  vérité  ou  la  fauffeté  de  fon  hypothefe* 
Comme  cette  chaîne  pourroit  quelque  fois 
devenir  fort  longue  j  il  faut  de  néceffité  que 
la  méthode  analytique  tâche  de  reiTerrer 
le  plus  qu'il  eft  poffible  fes  exprcflions  , 
6c  c'eft  de  là  que  réfulte  le  calcul  algé- 
brique^ qu'il  faut  bien  diftinguer  de  Tana?- 
lyfe  proprement  dite,  quoiqu'on  lui  donne 
quelque  fois  ce  nom  :  pour  éviter  toute  dif- 
cuffion ,  nous  rappellerons  Anajtyfe  aigé-- 
brique.  Quoique  PÀnalyle  tâche  d'abréger 
fes  opérations,  &  que  la  Synthefe procède 
plus  lentement ,  il  ne  ûutpas  cependant 
s'imaginer  que  Pon  n'aura  jamais  dans  la 
fynthefe  des  conftruâîons  plus  fimples  & 
plus  élégantes  que  celles  oui  fe  déduifent 
de  PÂnalyfe  algébrique.  Il  y  a  des  ca^où 
il  faut  fçavoir  s'arrêter ,  &  dans  lefquels  à 
l'aide  de  quelques  réflexions ,  qui  fetp^ 
blent  quelque  fois  étrangles  à  la  queftion 
on  vient  à  bout  d'une  folution  qui  adroit 
été  d'une  longueur  infuportable ,  fi  l'on 
eut  calculé  juiqu'au  bout. 

Une  autre  différence  remarquable  entre  Diffifrcm» 

'la  Synthefe  ôcl'analyfe,  ceft  que  la  pre-SrSr 

miere  ne  peut  fouvent  reconnoître  la  vé-  J^^^"^. 

rite  d'une  propoAtion,  fans  une  longue  vanugesAs^ 
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^^\k  chaîne  de  propofitions  précédentes  ;  ôç 
chacune  en  que  la  fecondc  ordinairement  n'employé  ^ 
*  que  peu  de  prmcipes  >  &  peut  s'appliquer 
à  routes  fortes  de  queflions  détachées.  C'eft 
par  là  que  PAnalyfe  eft  à  la  fois  fupér^eure 
&  inférieure  à  la  fynthefe  ;  fupérieurc^ 
par  fa  généralité  &  la  promptitude  de  fes 
opérations  ;  inférieure  y  en  ce  que  ne  rai-* 
fonnant  que  fur  des  objets  détachés  les 
uns  des  autres ,  Tefprît  eft  privé  du  plaifir 
de  contempler  cette  chaîne  non  inté-» 
I ompue ,  qui  unit  toutes  les  vérités  enfem-i 
ble ,  pour  faire  voir  les  rapports  qu'elles 
çnt  entr'eUes.  Il  fuit  encore  de  cette  diflFé-» 
ïcnçe ,  que  la  fynthefe*  eft  réellement  la. 
méthode  de  dodrine ,  &  Tanalyfe ,  la  mé-i 
thodê  d'invention.  Cette  différence  effen^* 
tielle  fe  déduit  immédiatement  de  la  na- 
ture des  deux  méthodes.  La  fynthefe  unî-i 
quement  occupée  de  l'évidence  Ôc  de  la 
certitude  des  vérités  ne  s'embaraffe  pas  do 
la  longueur,  pourvu  qu'elle  acquiert  Tune 
&  Tautre.  L'Analyfe  au  contraire  ne  cher-t 
chant  qu^à  multiplier  nos  connoiffances  % 
s'efforce  toujours  d'arriver  par  la  voie  la  ^ 
plus  courte,  aux  idées  les  plus  générales ^^ 
en  négligeant  quelque  fois  révidence  dans 
les  opérations  qu'elle  fait. 

On  pourroit  induire  de-là ,  qu'il  y  a  des 
véritées  qéométriques  qui  ne  font  pas  évi^» 
dçntes  j  &  ce  feroit  priver  la  GéométriÇ" 
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tes  d'évi- 


(fune  de  fes  plus  belles  prérogatives.  Pour  ^"^^^ 
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fçayoir  à  quoi  s'en  tenir  la  deffus  &  pour^cnce  pour 
éviter  Çn  même  temps  des  difcuffions  inu-^mém- 
tiles,  il  faut  diftinguer  deux  fortes  d'évi-2!5î*,J^ 
dence.  On  peut  dire  en  général  qu'une  pro- vidcn« 

Îiofîtîon  eft  évidente  ^  iorfqu  elle  a  une^r^Ut^ 
iaifon  néceffaire  prochaine  ou  éloignée  j^ 
avec  les  axiomes  ou  des  vérités  qui  ont  la 
mêmeforce.Suivantcettenotion^toutesles 
vérités  géométriques  font  évidentes,  quel- 
que foit  la  méthode  que  l'on  a  employée 
pouc  les  démontrer  :  mais  il  y  a  encore 
une  efpéçe  d'évidence  plus  particulière  ; 
ç'eft  celle  qui  préfente  les  chofes  à  notre 
efprit  d'une  manière  fi  claire  &  fi  nette  x 
qu'on  apper<;oît  non  feulement  la  vérité > 
mais  encore  toutes  les  raifons  qui  concou- 
rent à  l'établir  réunies  fous  un  feul  point 
de  vue.  En  un  mot^révi  dence  proprement 
dite  efl  celle  par  laquelle  nous  çonnoiïïbns 
|a  vérité  metaphyfique   des  propofitions 
dont  il  cft  queftion.  Cette  évidence  eft  par- 
tîculierement  attachée  à  la  Synthefe,  dont 
les  démonfîrations  font  également  lumi-i 
neufes  &  convaincantes,  qualités  nécef- 
iaires  pour  inftruire  utilement.  On  retrou- 
veroit  la  même  évidence  dans  les  dé- 
monftrations  algébriques,  fi  l'on  vouloir 
fe.donner  la  peine  de  développer  une  foule 
de  raifonnements  qui  font  compris  dans 
Mfp^c  expiedion  fort  çourtç  en  apparence^ 
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&  c*eft  ce  que  Ton  fait  lorfque  l'on  dé- 
montre par  Synthefe  un  Théorème  déjà 
démontré  par  algèbre. 

d*tod?«u  ^^  ^^^^  ^^^^  ^^  ^^^  précède ,  au*en 
Géomcme  général,  il  eftabfolumentnéceflaîreaétu- 
Çirrtdier  la  Géométrie  par  la  Synthefe ,  fîrom 
|^^^^^«veut  acquérir  quelque  précifîon  dans  le 
po«r  dcv^raîfonnement  &  même  mire  quelque  pro- 
^.^*"^'gres  dans  TAnalyfe  ;  car  cette  dernière 
méthode  fuppofe  un  fond  de  connoîfFances 
évidentes  fans  lefquellesoa  ne  peut  com- 
biner &  découvrir.  Cette  étude  des 
éléments  par  la  Synthefe  n'exclud  pas 
Panalyfe ,  même  pour  ceux  qui  ne  fe  de- 
ftînent  pas  entièrement  aux  Mathémati- 
ques. Ce  font  deux  vérités  également 
inconteftables  ;  Tune  que  Ton  ne  peut 
Élire  de  grands  progrès  dans  lAnalyfe 
fans  une  ample  connoifTance  des  éléments 
par  la  Synthefe  ;  Tautre  qu'on  ne  peut  de- 
venir un  fçavant  Géomètre  fi  on  ne  fait 
ulage  des  reffources  infinies  que  nous 
donne  TAnalyjfe  par  le  moyen  du  calcul. 
Il  femble ,  cejpendant  à  confidérer  la  ma- 
nière dont  quelques  perfonnes  enfeijgnent 
la  Géométrie ,  qu'ils  n'ont  aucune  idée  dfc 
cette  première  vérité  ;  au  moins  n'y  ont 
ils  aucun  égard.  En  effet ,  à  peine  a-t-on 
quelque  connoiffance  des  éléments  y  que 
Ton  le  jette  aveuglement  dans  les  calculs 
les  plus  compliqués  de  TAnalyfc  ,  ôc 
Ton  croît  avoir  trouvé  la  folution  d'un 


PRÉ  F:acje.  xîîj 

J)roblême  y  dès  aue  Ton  a  réfolu  Téquatiôn 
qui  en  exprime  les  conditions.  On  eftbien 
tôt  revenu  du  plaifir  que  donnent  de  pa- 
reilles folutions  >  lorfque  deflitué  de 
tous  fecours  étrangers  ,  il  faut  eflayer 
fes  forces  pour  arriver  à  la  folution  d'une 
queftion  tant  foit  peu  compliquée.  Ceft 
alors  qu'on  cennoit  quH  eft  plus  difficile  ' 
d'arriver  à  l'équation ,  que  de  la  réfoudre* 
Si  l'on  n'étoit  pas  déjà  convaincu  de  cette 
vérité,  il  fuffit  pour  cela  de  faire  attention  , 
qu*on  a  donne  jufqu'ici  des  règles  géné- 
rales fur  la  réfolution  des  équations,  (ans  en 
avoir  donné  aucune  pour  les  trouver.  Car 
on  n'eft  pas  beaucoup  plus  avancé  pour  fça- 
"voir  qu'il  faut  bien  examiner  Pétat  de  la 
queftion ,  fie  difcuter  avec  foin  ce  qu'elle 
renferme.  ^^^ 

Les  queftions  airitmétiques  préfententccttc^iW 
affez  communément  tout  ce  qui  doîtfervir  ^^J* 
à  trouver  l'équation ,  lorfqué  le  problême  àTsptMi. 
eft  déterminé.  Il  n'en  eft  pas  de  mêmeSLaa^ 
dans  les  queftions  géométriques  ouphyfico*^"^- 
mathématiques.  Les  données  ne  paroiflent 

Î>as  quelque  fois  fuffifantes  y  même  dans 
es  problèmes  déterminés  ;  il  faut  imagi- 
ner de  nouvelles  lignes  qui  créent ,  pour 
ainfi  dire,  de  nouvelles  conditions  dont  on 
puiffe  tirer  autant  d'équations  que  d'in- 
connues. Pareillement ,  la  folution  d'un 
problême  de  méchanique  dépend  le  plus 
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fouvenf  de  la  décompofition  de  certaines 
forces  en  d'autres  qui  leur  font  équiva- 
lentes ^  mais  tellement  choifîes  &  colnbi*^ 
.nées ,  q^u'on  puiffe  trouver  par  leur  moyen 
les  propriétés  dont  on  a  befoin.  Quelque 
fois  même ,  comnie  nous  l'avons  déjà  ait  ^ 
il  faut  fortir  de  fon  fujet  pour  arriver  à 
une  folution  facile ,  qui  fans  cela  devien- 
droit  impraticable. 

Toutes  ces  adfefles  dé  calcul  ou  de 
iponftruâion  ne  viennent  pas  fe  préfentei^ 
d'elles-mêmes  à  l'efprit  de  ceux  qui  en  ont 
t)efoin.  Ce  n'eft  pas  le  hazard  ny  un  heu- 
Ireux  tâtonnement  qui  doit  nous  les  faire 
découvrir  j  &  de  pareilles  découvertes  né 
)peuvent  pas  flatter  une  perfonne  qui  fè 
rçnd  jwftice  à  elle^roême.  Ceft  dans  cette 
partie  que  la  raifon  doit  marcher  toute 
feule  i  jufqu'à  ce  qu'arrivée  à  Péquatiori^ 
^Uç  puifle  laiflçr  ùdte  le  i^efte  aii  calcul  ; 
qui  la  conduir  ainfaiiliblement  au  port>lorf-* 
qu'elle  fç  fera  une  fois  embarquée.  Aufli 
touslesGépmetres  resatdent-ilsun  problê- 
me çommç  réfolu ,  des  qu'ils  font  arrivés  à 
j^^j.^^réquatîon.  Il  fiiît  de  toutes  ces  réflexions  , 
desmétho-que  Ton  perd  le  fruit  des  méthodes  algé- 
briqa^^f"  briques  y  lorCju^on  n'eft  pas  en  ât«t  de  trou- 
pour  ««ver  l'équation  qui  en  eft  le  pretaier  objet* 

qm  n'ont    -^  ^         .  jj  --  i*i-  ai» 

ras  le  ni-On  pQurrOit  même  aller  plus  loin  ^  oc  1  on 

J^'^'^'prouveroit  aifément  que  celui  qui  fem- 

ble  faire  un  ufagç  afl!ez  fréquent  dô  ces 
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fti^thodes  ne  les  conçoit  pas  entierementi 
Car  pour  les  concevoir ,  il  faut  lentir  toutes 
les  conféqucnces  d'une  hypothefe,  pré- 
voiries variations  quepourroit  ut  apporter 
dans  ces  méthodes  les  les  diiïcrents  chan- 
gements dont  lès  queftions  qui  y  ont  rap* 
port  font  fufceptibles  ;  or  il  eft  évident 
que  tout  cela  eft  du  reffort  du  raifonne- 
hient ,  &  que  les  efprits  ordinaires  n*en 
pourront  venir  à  bout ,  fi  leur  jugement 
n*a  été  fortifié  par  la  Synthefe.  Ce  n'eft 
pas  que  je  prétende  qu'il  n'y  ait  que  la  Syn- 
theib  capable  de  fortifier  lie  raifonnement; 
TAnalyft  proprement  dite  ,  &  celle  quV 
voient  inconteftablement  les  anciens^  je 
veux  dire  cette  chaîne  de  raifonnements  i 
qu'on  eft  obligé  de  faire ,  pour  arrivei? 
à  la  folution  d'uri  problême ,  par  le  tnoyen 
des  équations  ;  cette  Analyfe  n'eft  certai* 
nement  pas  moins  propre  que  la  Synthefe  ^ 
pour  perfeûionner  le  jugement  ;  mais  ^ 
comme  elle  le  fuppofe  déjà  formé  »  jufqu'à 
un  certain  degré  ;  c'eft-là  ce  qui  établit 
la  oéceftité  de  la  Synthefe.  L'ânnyre 

Si  r Analyfe  ordinaire  eft  t>refqu^inutile  ^\;"^J;, 
à  ceux  qui  ne  font  pas  affez  ihftruîts  desfn^î^pi»» 
vérités  fondamentales  de  la  Géométrie  J^'r^^'cctw 
élémentaire  ;  peut-on  s'imaginer  qu'ils  ti- J^]„„"'^"' 
reront  quelqu'avafatage  de  la  ûiblime  Ana- 
lyfe des  infiniment  petits*  Us  pafiîent  d'ordi- 


de  juge- 
metic*    ' 
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naire  affez  rapidement  fur  les  fuppofîiîôn* 
^ui  ont  arrêté  les  meilleurs  efprits ,  &  fe 
croient  eux-mêmes  Géomètres  dès  qu'ils 
ont  réfolu  un  Maximum  ou  un  Minimum  y 
dont  on  leur  a  donné  Téquation.  Une  pa- 
reille fçience  ne  peut  en  impofer  qu'aux 
ignorants  j  qui  ne  fçavent  pas  que  ce  n'efi: 
rien  faire  que  de  manier  un  calcul  fub- 
lime  y  Gl  Ton  ignore  la  Métaphyfîque  des 
principes  fur  lefquels  il  eft  fondé.  On  tom^- 
bera  toujours  dans  cette  fçavante  igno^ 
rance  tant  que  Ton  n'étudiera  le  calcul 
que  pour  lui-même  y  fans  fonger  à  la  dé-^ 
couverte  des  vérités  qui  en  eft  le  but.  Cela 
vient  de  or  que  Ton  ne  fait  pas  attention 
qu'il  eft  très-poffible ,  en  fuivant  certaines 
règles  y  d'arriver  à  la  connoifFance  des 
v^ités  les  plus  relevées ,  fans  y  avoiî:  d'au*- 
tre  part  que  d'avoir  mis  en  mouvement 
une  machine  dont  on  ignore  les  reiForts. 
Encore  cette  erreur  feroit-elle  pardonna*- 
ble,  fi  l'on  n'y  joignoit  pas  ordinairement 
la  fotte  vanité  d'attribuer  à  la  force  de 
fon  génie  des  découvertes  qu'on  ne  doit 
réellement  qu'à  l'excellence  de  la  méthode 
dont  on  Êiit  ufage» 
<^««^     De  toutes  les  parties  des  Mathématiques 
fdn  de    qui  tiennent  un  certain  milieu  entre  les 
dans^  éléments  &  la  haute  Géométrie  ;  je  n'en 
Ouvrage  ai  point  trouvé  de  plus  fufceptible  de  la 

méthode 
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méthode  Synthétique  ,  que  les  courbes 
'  connues  fous  le  nom  général  de  ferions 
coniques.  Je  me  fuis  déterminé  d'autant 
plus  volontiers  à  travailler  fur  cette  ma- 
tière >  malgré  tout  be  qui  a  déjà  été  fait 
là-deffùs ,  que  Ton  n'a  pas  encore  d'élé- 
ments lynthétiques  à  la  portée  des  Com'- 
meni^nts  ;  la  plus  part  le  trouvant  dans 
des  gros  volunies  latins  très- incommodes 
&  très  rares.  Les  meilleurs  dans  ce  genre 
font  fens  contredit  ceux  de  Grégoire  de 
S.Vincent:,  mais  on  eft  effrayé,  lorfque 
Ton  voit  le  détail  immenfe  dans  lequel 
il   eft  entré.   Le  Livre  que  je  préfen- 
te aujourd'hui  n'étoit  dans  fon  principe 
Su'urie  nouvelle  édition  des. éléments  de 
I.  de  la  Mire ,  mais  ayant  été  indifpen- 
fablement  obligé  d'éclaircir  plufîeurs  en- 
droits ob  fours  y  &  de  démontrer  générale- 
ment des  prôpofîtions  ou'il  ne  dérnontroit 
que  dans  des  cas  particuliers;  je  me  fuis  dé» 
terminé  à  lUivrê  en  général  le  plan  de 
TAuteur,  lans  m'aftreindre  à  fuivre  en  touf 
fes  dé,mônftrations  ^  dont  ouelques  unes 
lie  m'ont  point  paru  complettès.  En  un 
'mot  9  ce  Livre  pourra  fervir  d'introduc- 
tion à  tous  ks  autres  faits  fur  cette  matière, 
&  même  au  grand  traité  des  fêâions  co- 
niques du  même  Auteur  ^  qui  a  pafTé  pour 
un  des  plus  difficiles  dL  des  plus  beaux  ou* 
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vrages  que  nous  ayons  en  ce  genre.  €eux 
qui  ne  voudroient  que  ce  qui  eft  abfoiu- 
ment  efTentiel  pourront  n'étudiçr  dans  les 
trois  premiers;  livres  que  ce  qui  regarde. 
les  propriétés  des  axes  &  des  diamètres  ^ 
auxquels  ils  ppurront  joindre  lc;s  propo- 
^lîtions  que  j'ai  donné  fur  la  quadrature 
de  ces  courbes  ^  6c  qui  m'ont  paru  indip- 
pen  fables  dans  des  éléments.  Dans  le  refte 
de  chaque  livre  >  j'examine  les  propriétés 
les  plus  générales  des  ferions  coniques  > 
par  le  moyen  des  fécantes  intérieures  > 
&  extérieures  de  chacune  de  ces  courbes; 
Ibit  pour  les  décrire  par  plufîeurs  points 
donnés  i  foit  pour  iixer  le  nombre  des  poii^ 
dans  lefquels  elles  peuvent  fc  couper  ^  a^ 

3ui  eft  très-important  dans  la  connruâion, 
es  équations  du  troiiîeme  de  quatrième 
degré  ;  foit  enlîn  pour  déterminer  par  leur 
moyen  les  tangentes  y  les  fou*tangentes  ^ 
les  normales  y  les  fou-normales  y  dont  la 
connoiffance  peut  être  très-utile  dans  ua 
gran4  nombre  de  cas  applicables  à  la  pra- 
tique ;  comme  j'efpere  le  Ésiire  voir  pat 
la  fuite.  On  peut  voir  à  la  tête  du  qua- 
trième &  cinquième  livre  les  Avertiffe-» 
ments  qui  annoncent  ce  que  je  me  fuis 
propofé  dans  ces  additions.  Au  refte  ^  je 
ne  fuppofe  poui:  la  connoiffance  de  cet 
ouvrage  que  les  plus  (impies  éléments  de 
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Géométrie,  &  je  tâche  de  conduire  les 
Commençants  jufqu'aux  plus  curieufespro- 
priétés  de  ces  courbes  qui  font  labafe  de 
toutes  les  parties  des  Mathématiques.  Pour 
ce  qui  eft  des  Autheurs  dont  f  al  pris  quel- 
que chofe  ,  je  les  cite ,  lorfque  ma  dé* 
monftration  ne  diffère  point  de  la  leur;mais 
je  n'ai  pas  cru  devoir  m'affujettîr  à  cela  ^ 
lorfqu'elles  font  entièrement  différentes» 
Je  ne  parle  point  des  Sëûions  coniqudis 
des  dégrés  fupérieurs  ;  quoiqu'elles  ayent 
'des  propriétés  analogues  à  celles  de  cha* 
que  feûion  du  premier  genre.de  môme. 
nom.  Une  Théorie  de  ces  courbes^  quoi-- 

3ue  très-intercflantfe ,  fcroit  devenue  fort 
ifficile  par  la  méthode  fynthétique  >  fie 
demandetoit  à  elle  feule  ^  un  yolumQ 
rptier« 

FIN; 


APPROBATION^ 

DU   CIN^JEUR   ROTAL: 

J'  A  Y  lu  par  ordrie  de  Monreignènr  h  Chancelier  »  th 
Eiémens  des  SêSions  coniqMs  démontrées  fât  fynthefe»  Cet  • 
Ouvrage  donc  le  fonds  appartient  à  M.  De  U  hire^  a  été 
élliiné  (fe  tous  les  fçavans  3  le  public  en  déilroic  une  nbavélle 
édition  >  mais  ilétoit  apropos  de  l'aiigmentèr.  L'Auteur  qui 
»  entrepris  ce  travail ,  Ta  raû  avçc  foin  y  &  a  coufcryé  dans 
les  démonftràtions  cette  éxaâitude  fi  recherchée  par  les 'au-  * 
ciens^Géometres  >  il  y  a  ajouté  un  grand  nombre  de  prdpofi*  * 
rions  qui  n'étoient  point  dans  l'Ouvrage  de  M.  Dt  U  birt ,  ^ 
ij^l'a  aulTi  enrichie  de  quelques  Théorèmes  dont  fes  remarques 
&  les  applications  font  nouvelles  :  elles  font  démontrées  ayor^ 
chirté ,  &  mifes  à  la  portée  dé  ceux  qUi  fçavenc  les  élément  * 
(&  GéométJte.  il  efl  à  foukûter  que  cet  ouvratçe  (aile  re*, 
naître  ïe  jgout  de  là  fynthefé,  un  peu  trop  abandonnée;' 
après  la  leélure  de  celui->ci ,  on  fera- plus  en  état  de  com« 
parer  avec  fruit  la  méthode  analytique  que  les  Géomètres 
ont  adoptée  depuis  quelque  tems  à  celle  des  anciens. 

fait  à  Paris  ce  3  Avril  17  j7-  MONTC  ARVILLE. 

(H^Avr  &  Profegeur  ry4^ 


L  E  M  M  E 

FONDAMENTAL, 

Pour  riotelligence  de  ce  Traité. 

/  une  ligne  droite  AB  ejl  coupée  en 
deux  parties  égales  en  Cjù"  en  deux 
I  autres  parties  inégales  en  D  ••  je  dis 
que  le  rçSangle  des  deux  parties  inéga- 
les j  ejl  égal  au  quarré  de  la  moitié  de  la  ligne  , 
moins  le  quarré  de  la  moyenne ,  ou  (  ce  qui  revient 
au  même)  ADxDB  =  CB*-CD\  (Fig.  i.) 

DÉMONSTRATION. 

-  AI>=rAC+CD=^BC+CD  puifque  BC=AC, 
&  de  même  BD^BC-^^CD. 

Donc^DxBD=  (  BC^CD  )  x  (  BC^CD  ). 
Et  faifant  la  multiplication  indiquée  y  on  aura 
BC+BCxCD^BCxCD^CD' ,  ce  qui  fe  ré- 
duit à  BO--CD*  ;  en  effaçant  ce  qui  fe  détruit. 
Ce  qu'il  faUott  démontrer. 

Ce  Lerame  eft  d'un  grand  ufage  pour  dé- 

A 
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montrer  les  propriétés  des  fécantes  intérieu- 
res Se  extérieures  dans  les  courbes  que  nous 
allons  traiter.  Ce(f  pourquoi  Ion  ne  fçauroit 
ravoir  trop  préfent  à  rcfprîu* 
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Génération  de  cette  Courbe. 

S'IL  y  a  fur  un  plan  une  ligne  droite  AD, 
Êr  un  point  F  hors  de  cette  droite  ;  je  dis  que 
Von  pourra  trouver  une  infinité  de  points  y' comme 
T  )  Vf  V  tels  que  la  ligne  FP ,  menée  du  point  F 
À  chacun  de  ces  points  F  jfoit  égple  à  Y  h  menée 
du  mime  point  P  perpendiculairement  à  AD. 
(Plaiïthe  I.  figure  2.) 

Dé^KOKSTJBLATION. 

Par  un  point  quelconque  A  de  la  ligne  AD  y 
j'eléve  la  perpendiculaire  indéfinie  APR.  Je 
joins  les  points  A,  F  par'  la  ligne  AF.  Enfin 
je  fais  l'angle  AFP  égal  à  Tangle  FAP.  Il 
cft»  évident,  par  cette  conftruâibn,  que  le 
point  P  eft  un  de  ceux  que  Ton  demande  » 
puifque  le  triangle  APF  eft  ifocèlc ,  &  que 
jiP  eft  perpendiculaire  à  AD.  Il  eft  de  plus 
évident  que  Ton  pourra  trouver  une  infinité 
de  points  comme  P ,  puifque  Ton  pourra  pren- 
dre une-  infinité  de  points  comme  A ,  fur  la 
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ligne  Ad  9  pour  les  déterminer  ât  h  même 
ftaniere.  Ce  quil  falloit  démontrer» 

CoAOLLAIK£* 

2.  Si  par  le  point  F,  on  mené  la  ligne  FD 
perpendiculaire  à  la  ligne  AD  ^  il  e(l  évident 

Ïue  la  ligne  qui  pafle  par  les  différent  poinci 
^  coupera  aufli  la  ligne  FD,Ôc  de  plus  qu'elle 
la  divifera  en  deux  également  en  T.  Il  fuit 
encore  de  la  même  génération ,  que  cette  ligne 
PPT  s'augnlente  à  l'infini ,  &  qu'elle  s'éloi- 
gne auffi  à  rinfini  de  b  ligne  FD  prolongée 

DEFÎNÎT^Olr« 

L 

5.  La  ligne  PPT,  formée  par  les  points  P,  P 
.eft  appellec  Pftrdbole.  On  verrra  dans  la  fuite 
pour  quelle  r aîfon  les  anciens  Géomctres  l'ont 
ainfi  nommée. 

IL 

4.  Le  point  F  pris  fur  le  même  plan  que 
la  droite  AD ,  &  placé  hors  de  cette  droite  : 
cft  appeHé  fe  fytr  de  la  Parabole. 

II  L 

5.  La  ligne  AD  DireSrice  de  la  parabole. 

iv:  -. 

•   6.  La  ligne  DFO  perpendiculaire  à'  la  dî* 

Aij 
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rcftrîce  AD^  Se  qui  pafle  par  le  foycf  F,  cft 

nommée  VAxe  de  la  parabole. 


V. 


7.  Le  point  T  qui  divifc  en  deux  cgale- 
jment,  la  parde  de  Taxe  comprife  entre  le  foyer 
<8c  la  diredrice  AD  le  fùmmet  de  la  parabole. 

VI. 

8.  Une  perpendiculaire  PO  menée  d^un  âe% 
points  P  de  la  courbe  fur  Taxe  &  terminée  au 

même  axe>  ordonnée^  ou  appliquée  k  Taxe. 

•  ■    '■   ' 

VII. 

9.  La  partie  TO  de  l'axe ,  comprife  entre 
le  fommet  T  de  la  courbe  Se  fa  rencontre  O 
de  l'ordonnée  >  efl  appellée  abfciffe,  ou  coupée^ 

.  VIIL 

10.  Toute  ligne  menée  dans  la  parabole 
parallèlement  à  Taxe,  efl  appellée  diumètre. 

IX. 

XI.  Une  ligne  droite  qui  ne  rencontre  la 
parabole  qu'en  un  feul  point»  Se  qui  ne  palTc 
pas  au  dedans  9  cft  appellée  tangente  en  ce 
point. 
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X. 

12,  Une  ligne  double  de  FD  comprîfe  en-. 
tre  le  foyer  F  &  la  direârice ,  s'appelle  parais 
mètre  de  Taxe. 

CoEOLtAIRB. 

1 }.  On  voit  que  le  fojtt  eft  éloigné  du 
foicmet  de  la  parabole  »  du  quart  du  parame-: 
tre  de  Taxe.      «    • 

PROPOSITION!- 

14.  Suppofant  la  parabole  formée  comme  on 
rient  de  V expliquer  i  [i  dz  quelqu'un  de  fes  points 
P  on  abaiffe  t ordonnée  perpendiculaire  à  Vàxe  PO  •* 
je  du  que  ton  aura  PO*=:aOTxDF. 

DéMONSTEATION* 

• 

A  caufe  du  parallélogramme  redangle 
ADOP ,  ou  à  01>=^P=JT^  par  la  généra^', 
tion  3c  à  caufe  du  triangle  rcâangle  FOP , 
on  a  FP'^FO^-hPO'. 

Mais  DO  étant  coupée  en  deux  parties  iné- 
gales en  F,  fon  quarré  fera  égal  au  quarré  de 
DF  +  FO  ^DP^aDFxPO^FO'^s 
(DF+aFO)xDF+R>*:&  à  caufe  que  DF 
eft  coupée  en  deux  également  en  T,  en  met^ 

Aiij 
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tant  à  la  place  DF^  2FT  qui  luî  cft  égal,  îl 
vient  pour  une  nouvcllp  expre/Con  du  quatre 
de  DO.  (  2PT+2FO  )  xDF+F0'=20TxDF'^ 
FQ\  Oo  a  donc  FO'^PO' =  aOTxDF-^FO'  • 
&  ôtanc  de  ces  quarrés  égaux  le  quatre  FO* 
qui  leur  cft  commun  il  vient  PO*c=:>OTxZ?F« 
(k  juil  faUoît  démontrer. 

COAOLLAIRK     L 

ly.  Il  eft  évident  par. ce,  qu'on  vient  de 
démontrer  que  le  quarré  de  chaque  ordonné 
PO  y  çft  égal  au  produit  de  fon  abfciflc  TO 
par.  le  double  d'une  même  ligne  FD.  Car 
puifque  Ton  a  PG'a:iOTxDF ,  on  a  auffi 
PO*:i:OTxaPf- 

COROLLAIAB      IL 

1 5.  Il  eft  encor  évident  que  les  quacrés  des  or« 
données  font  entr'eux  comme  les  abfciffes  cor- 
refpondantes  à  cei  ordonnées.  D'un  point  queU 
conque  p  foit  menée  une  ordonnée  po  on  aura 
jt0"^2DFxaT  :  mais  on  a  auffi  FO*«^f xOT 
doncPO*  ;pa'v.0T)<2DF:cTx2DF::0TsûT, 
ça  divifant  la  féconde  raifon  par  aD|*« 

Coviotsï.Â.%i^s    III. 

17,  SI  Ton  réduit  en  proportion  Tégallté 
fO^rs&o^pFxOT,  On  aura  cette  proportion  con* 
tioue  QTiPO\iPQ\zî>F.  Ce  <jui  monorc 
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que  le  paramètre  eft  troifîeme  proportionnelle 
à  rordonnëe  &  à  fon  abfcilfe.  Ainfi  connoif-» 
fant  une  abfcifle  quelconque  &  l'ordonnée  cor^ 
reipoodante»  on  pourra  toujours  trouver  le 
paramètre. 

PROPOSITION    II. 

1 8.  La  ligne  droite  TS  menée  par  le  fommet 
T  de  la  parabole  parallèlement  à  V ordonnée  PO, 
touche  la  parabole  au  mime  point  T.  (  Fig.  2.  ) 

DéMONST&ATIOV« 

Suppofons  qu'elle  puiffe  rencontrer  la  para- 
bole en  quclqu'autre  point  S.  Par  ce  même 
pojnc  S 9  je  mène  Sa  perpendiculaire  à  la  direc- 
trice, Se  SF  au  foyer.  Puifque  ce  point  S  eft 
un  des  points  de  la  parabole,  on  aura  SF=Sai 
mais  à  caufe  du  parallélogramme  redangle 
aDTS,  Sa=DT=FT  donc  on  aurok ,  SF=FT. 
Ce  qui  eft  abfurde,  puifque  Thypotenufe  d'un 
triangle  redangle ,  eft  lïéceflairement  plus  gran- 
de qu'un  des  côtés  :  Se  comme  on  démontre- 
ra la  même  chofe  pour  tout  autre  point  que 
le  point  S,  il  fuit  que  la  ligne  TS  touche  la 
parabole  en  T.  Ce  quil  falloic  démontrer. 

PROPOSITION    IIL 

Th  i0RÉM£. 

ip.   Suppofant  les  mimes  conditi&ns  ;  je  dis 

Aiv 
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qu'un  diamètre  PI  ne.  rencontre  la  parâlole  quen 
un  feul  point  V  y  Gr  qu'il  pajfe  au  dedans  de  la 
parabole.  (Fig.  3.) 

DâMONSTRATIOK. 

Si  le  diamètre  PJ  rencontroit  encor  la  para- 
bole en  quelqu'autre  point  I^par  la  génération^ 
les  lignes  ÏF  lA  feroient  égales ,  mais  PF  & 
PA  le  font  auffi  par  la  même  raifon,  &  en 
leur  ajoutant  la  même  Pion  aura  PF+PI=^IA. 
On  auroit  donc  auffi  PF+PI=IFy  ce  qui  eft 
abfurde  ;  car  deux  côtés  d'un  triangle  pris  en- 
femble ,  font  toujours  plus  grands  que  le  troî- 
iiéme. 

De  plus  la  parabole  s'éloîgnant  continuel- 
lement de  fon  axe  TF,  par  le  corollaire  de  la 
génération  ,  elle  s'éloignera  auffi  du  diamètre 
PJ  parallèle  au  même  axe ,  c'eft  pourquoi  'PI 
efl:  tout  entier  au  dedans  de  la  parabole.  Ce 
qu'il  fallûit  démontrer. 

PROPOSITION     IV. 

T  H  £ORÉ  M  £, 

m 
SlO.  Tout  étant  comme  dam  la  propcfitiûn 
précédente  ;  fi  Von  tire  A  F ,  &  que  par  U 
milieu  £  de  cette  ligne  &  le  point  P,  on  mena 
la  droite  P£G  ;  je  dis  que  cette  ligne  fera  tan* 
gente  au  point  P.  (  Fig.  5.  ) 

DéMONSTRATION. 

Puifque  Iç  point  P  efl  un  des  points  de  la 
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•parabole»  bn  a  PF—PA.  Mai>le  point  E  cft 
le  milieu  de  j4F  ;  donc  la  ligne  PE  cft  per- 
pendiculaire fur  AF^  8c  paâe  par  tous  les 
points  égalemeot  éloignés  d'A  de  dT«  Cela 
pofé  y  il  eA  évident  que  tout  point  comme  p 
diiSerent  de  P,  ne  peut  appartenir  à  la  para<> 
•bole.  Par  le  point  p  foient  menées  les  droi- 
tes pA  pFj  qui  feront  égales  ;  par  le  même 
point  foit  abaiflee  la  perpendiculaire  pa  à  la 
direârice  AD.  Si  ce  point  étoit  à  la  parabole» 
on  auroit  par  la  génération  Fp=ap  :  donc  auflî 
ap  feroit  égal  à  Ap ,  puifque  Fp=^Ap ,  ce  qui 
eft  abfurde  :  puifque  Thypothenufe  Ap  d'un 
triangle  redangle  eft  néceflairement  plus  gran- 
de qu  un  des  côtés  de  Tangle  droit.  On  dé- 
.  montrera  la  même  chofe,  de  tout  autre  point 
pris  au  delà  de  P  par  rapport  à  £  :  donc  la 
droite  PE  ne  rencontre  la  parabole  qu'au  feul 
point  P. 

Je  dis  de  plus  qu'elle  ne  peut. couper  la 
parabole  ,  ou  ce  qui  eft  la  même  chofe ,  que 
tout  point  comme  S  au  delà  de  cette  ligne 
par  rapport  à  Taxe ,  ne  peut  être  à  cette  cour- 
be. Par  le  point  5, aux  extrémités  AF  dt  FA^ 
foient  menées  SF  8c  SA  »  par  le  point  r  ou 
la  droite  SF  rencontre  la  ligne  PE  foit  menée 
rA  ,  on  aura  Fr^rA.  Donc  Fr+rS^  ou 
FS:=ArJ^rS  ,  mais  Ar^rS^AS  ;  donc  auffi 
FS>AS.  Enfin  fi  Ton  abaiiTc  SV  perpendicu- 
laire à  la  direârice»  Thypothénufe  AS  y  fera 
évidemment  plus  grande  que  le  côté  SV. 
Donc  à  plus  forte  raifon,  on  aura  PS^V  : 
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donc  le  pointa  n'eft  point  à  la  parapole»  pvpi 

I  on  n'a  pas  KS=Sr.  Donc  la  droite  PEG  cil 
tangente  puifqu'elle  rencontre  la  parabole  au 
feul  point  P  Âc  ne  peut  la  couper,  d  quil 
faUoit  démontrer. 

CoROLLAIRB      L 

ai  II  fuit  de  cette  proportion  queTangle 
FGE  fait  par  la  tengente ^GE  avec  Taxe,  eft 
égal  à  Tangle  FAD.  Car  les  triangles  reâan- 
glcs  FADyFEG  ont  u<i  angle  commun  en  F. 

II  eft  encore  vifible  que  le  même  angle  FAD 
eft  égal  à  Talngle  APE,  à  caufe  des  paralélles 
AP  FG. 

Enfin  le  triangle  PFG  eft  ifocéle  ;  car  la, 
ligne  GP  étant  perpendiculaire  fur  le  milieu 
de  AF^  divife  Tangle  APFtn  deux  également. 
Donc  l'angle  FP£=î£P^  =  FGE  à  caufe  des 
parallèles  AP  GF  :  donc  FP^FG. 

Corollaî&bIL    ^ 

*22.  Puifque  le  triangle  GFP  eft  îfocéle, 
il  eft  évident  que  Tangle  extérieur  PFK  eft 
double  de  Tanglc  PGF. 

PROBLÈME,    h 

25.  Une  far  obole  TPR,  fon  axe  GK  &  fort 
foyer  F  étant  donnés  ^  trouver  une  tangente  qui 
fajfe  aPec  Vaxe  un  angle  égal  à  un  angle  don- 
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là  fgp  ;  fourvà  qu'il  ne  fait  pas  phis  grand  fiufi 
droit.  (  fig*  3#  ) 

Solution. 

Au  foyer  F^  faites  l'angle  KFP  double  de 
l'angle  donné  ,  le  côté  FP  de  cet  angle  » 
ira  couper  la  parabole  en  quelque  poinc  P. 
Enfuite  da  même  point  F  comme  centre  âc 
pour  rayon  FP  décrivez  un  arc  qui  coupe  Taxe 
en  G.  Je  dis  que  la  ligne  GP  menée  par  le 
point  6  de  par  le  point  P  eft  tangente  en  P 
&  qu'elle  fait  avec  l'axe  un  angle  égal  à  Faor 
gle  propofé« 

DéHOMST&ATIOK. 

Du  point  P  OU  la  ligne  FP  rccontrc  la  pa^ 
rabole,  foit  abaiflée  PA  perpendiculaire  à  la 
direârice  :  Se  foit  menée  la  ligne  FA  à  caufe 
des  paralléle^P,  JFG  l'angle  ^PG=  l'angle 
FGP.  Mais  par  eonJlruSion  l'angle  FGP:=i  l'an- 
gfc  PPG  puifqoe  le  triangle  eft  ifocéle.  Donc 
fGP=APG,  c'cft-à-dire  que  la  ligne  AF  eu 
divifée  en  deux  également  en  E  par  PG ,  Se 
par  conféquent  cette  même  ligne  eft  tangente 
en  P ,  par  la  ornière  propojiiion.  Enfin  l'angle 
PPK  ayant  été  feit  double  de  Tangle  donné» 
Se  étant  extérieur  au  triangle  ifocéle  PGFy  il 
eft  évident  que  l'angle  GFP  eft  égal  à  l'angle 
propofé.  Ce  quH  falloit  faire  6*  démontrerait 
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PROPOSITION    V. 
ThêcXâms. 

54.  Par  un  point  P  donné  fur  la  parabole  i 
Von  ne  peut  mener  quune  tangente  PG.  (fig*^.) 

Démonstration. 

Suppofons  d'abord  que  par  le  point  P  dans 
Tangle  PGF^  on  puiffe  mener  une  ligne  Pg , 
aui&  tangente  à  la  parabole.  Par  le  point  F 
je  mené  Fa  perpendiculaire  à  Pg.  Il  eft  évi- 
dent que  le  point  a  doit  tomber  entre  ASc  D 
fur  la  diredrice  ;  car  l'angle  PgF,  étant  exté- 
rieur au  triangle  PGg ,  eft  plus  grand  que  l'an- 
gle G  ;  donc  en  comparant  les  triangles  reélan- 
gles,  Fdg  FEG  l'angle  GFE  fera  plus  grand 
que  l'angle  gFd  :  du  point  a  foit  élevée  la  li- 
gne ap  perpendiculaire  à  la  direârice  Se  qui 
rencontrera  la  parabole  en  quelque  point  p 
duquel  on  mènera  pF  au  foyer  ^qui  fera  égal 
à  pa  par  la  génération  ;  enfin  par  ce  même 
point  p  &  par  le^  point  e  milieu  de  4F,  on 
mènera  la  droite  peM  qui  fera  aufli  perpendi- 
culaire k  Fa  6c  tangente  au  point  p  ;  par  U 
propojition.  précédente.  D'où  il  fuit  que  la  droi- 
te Pg  ne  peut  être  tangente,  puisqu'elle  fera 
toujours  feparée  de  fa  parallèle  peM  de  lafiif- 
tance  de  fi  petite  qu'elle  foit.  Donc  elle  paUe 
au  dedans  de  la  parabole,  &  la  droite  PG  eft 
la  feule  tangente  que  l'on  puifie  mener  par  le 
point  P  i  car  on  prouvera  de  la  même  manie* 
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ire  qu'ayant  tncné  cette  tangente  PG  au  point 
P,  on  ne  peut  en  mener  une  autm  au  même 
point  Pj  qui  paffe  au  deflus  de  P6«  Ce  quil 
fallait  démontrer»  f 

COROLLAIEE. 

2J.  On  voit  par  ce  qui  a  été  démontré  ci- 
deflfus ,  que  toutes  les  tangentes  rencontrent 
Taxe,  Se  tous  les  diamètres  ;  èc  qu'elles  fe 
rencontrent  toutes»  puifque,  far  la  quatrième 
ffopofition ,  elles  ne  font  que  parallèles. 

PROPOSITION    VI. 

^  KOBLÈME    IL 

Sl6»  Trouver  une  tangente  qui  fajfe  avec  [taxe 
au  côté  de  la  parabole  un  anglt  moindre  que  queU 
qu angle  donné  que  ce  foit^  pourvâ  quil  ne  Jait 
pas  plus  grand  quun  droit.  (  fîg.  5.  ) 

Solution. 

Soit  tirée  Fa ,  en  forte  que  l'angle  FaD  foie 
égal  à  l'angle  donné  ;  ou  ce  qui  eft  la  même 
chofe,  foit  fait  langle  DFa  égal  au  comple* 
ment  de  l'angle  donné:  foie  enfuice  pris  le 
pointa  au-delà  du  point  a  à  l'égard  de  1  ue : 
il  eft  évident  que  l'angle  FAD  fera  plus  pe- 
tit que  Tangle  donné  FaD  i  Se  par  le  corollûi- 
rt  i^  de  la  quatrième propofition s  h  ligne  PEG 
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menée  par  le  milieu  E  de  la  droite  FA  fera 
tangente  en  P ,  &  fera  avec  Taxe  Tangle  PGF 
égalàTangle  FAD  moindre  que  Tangle  FaD 
donné»  Ce  qu'il  falloit  trouver  Se  démontrer* 

PROPOSITION     VIL 

Thmorême. 

aj.  Suppofant  toujours  les  mimes  ckofes  que 
ei'devant  ;  je  dis  que  la  partie  TG  de  Vaxe  com^ 
prife  entre  le  fommet  T  delà  parabole^  &  la  ren* 
contre  de  la  tangente  enGeJî  égale  à  Vabfciffe  TO* 

DÉMONSTBATtONé 

Par  le  corollaire  l^^  delà  quatrième propofition ^ 
le  triangle  PFG  eft  ifocéle  ;  donc  FG=FP^ 
AP^ODjk  caufe du  parallélogramme  ADOP: 
&  fi  de  ces  égales  K?.  OD ,  on  ôte  les  égales 
FT  DT9  on  aura  les  relies  égaux  OT  TG  5 
Ce  qM  falloit  démontrer. 

Cokollaiee: 

a8.  Si  par  le  point  T,  on  mené  la  tangen- 
te TS,  jufqu'au  diamètre  PI^  &  la  ligne  Tl 
parallèle  à  la  tangente  en  P  ;  il  fuît  de  la  pré- 
fente propofition  que  Ton  aura  PS=PI  :  car 
à  caufe  du  parallélogramme  redanglc  POTS 
on  a  PS=TO  &  à  caufe  du  parallélogramme 
FGTI  on  a  Pl7=:^TG,mm  TO^aXG:  donc 
P&=PL      . 
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Définition. 

*  ap.  La  ligne  OG  comprîfe  entre  Tordon- 
née  POf  &  la  rencontre  G  de  Taxe  par  la  tan- 
gente PG  menée  par  le  point  P  ,  s'appelle 
fou-tangente.  D'où  il  fuit  que  la  fou -tangente 
eft  double  de  rabciffe ,  par  la  précédente  pro- 
pofition. 

PROBLÈME    IIL 

30.  Un  point  P  étant  donné  fur  la  parabole  : 
mener  une  tangente  en  ce  point. 

Solution. 

Du  point  donné  P  je  mené  l'ordonnée  à 
Taxe  PO.  Je  prens  fur  le  même  axe  indéfini- 
ment prolonge ,  la  partie  TG  égal  à  OT.  En- 
fin par  le  point  G^  &  le  point  donné  P  je 
mené  la  droite  PG  qui  fera  la  tangente  de- 
mandée ;  comme  il  eft  évident  par  la  propos 
fition  précédente. 

PROBLÈME    IF. 

31.  D*un  point  G  pris  fur  le  prolongement  de 
taxe ,  mener  une  tangente  à  la  parabole. 

Solution. 

Je  prends  fur  l'axe  au  dedans  de  la  para- 
tôle  ,  la  partie  OT=TG.  Au  point  0  j'elcvc 
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la  perpendiculaire  OP^  qui  rencontre  la  para* 

bole  en  P.  Enfin  par  ce  point  &,  le  poinr  donné 

G ,  je  mené  PG  qui  fera  la  tangente  que  Ton 

demande. 

On  voit  par  ces  deux  proklêmes ,  que  Us  pro^ 
priétés  des  fou-tangentes  donnent  un  moyen  facile 
pour  mener  les  tangentes  à  la  parabole  ;  &  cefi 
par  cette  raifon  que  tous  les  Géomètres  ont  cherché 
des  exprejjîons  générales  de  ces  lignes  dans  toutes 
fortes  de  courbes ,  afin  de  pouvoir  leur  mener  des 
tangentes^  lorfqu'il  efl  néceffaire. 

PROBLÈME    y. 

52.  Une  parabole  MAti^fon  axe  AF  fie  foyer 
"F  Çr  la  direârice  DR  étant  donnés  avec  un  point 
P  fur  le  même  plan  ;  mener  une  tangente  qui  pajfé 
par  le  même  point  P.  (  Fig.  7  Gr  8.  ) 

S  o  r  u  T  I  o  N. 

Du  point  P  comme  centre  &  rayon  PF^ 
foît  écrite  une  portion  de  cercle  qui  coupera 
la  direftrice  en  deux  points  RS  ;  foient  tirées 
les  lignes  RF  &  SF  au  foyer  ;  lefqu^ellcs  fe- 
ront divifées  en  deux  parties  égales  en  G  &  g. 
£nfin  par  ces  points  Se  par  le  point  donné  P  f 
on  mènera  les  droites  OPGL^  Pogl  qui  feront 
chacune  tangentes,  Tune  en  0  &  Fautre  en  0  ; 
&  pafleront  toutes  deux  par  le  point  P.  Enfin 
pour  déterminer  le  point  de  contingence  0 , 0 
par  les  points  SR  on  élèvera  les  pcrpp ndicii- 

laires 
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laites  à  la  diredrice  SO,  Ro  jufqu'à  ce  qu'elles 
l^encoDCrént  la  parabole  aux  points  O ,  o  qui 
feront  les  points  de   contingence   deogbdés. 

DEMONSTRATION. 

A  càufe  du  cercle  fRS,  on  a  PF=PS. 
Donc  le  point  P  eft  également  éloigné  dT& 
tfS.  D'aiBeurs  on  a  divifé  FS  en  deux  égale- 
ment en  G  ;  donc  PG  eft  perpendiculaire  fur 
le  milieu  de  K9,  donc  elle  paflerapar  toUs 
les  points  également  éloignés  d'F&  d'S.  Donc 
eUe  paflera  par  le  point  O ,  ou  là  ligne  SO 
parallèle  a  Taxe  ^  rencontre  la  parabole  Se 
touchera  la  courbe  en  ce  feul  point.  Gar  on 
démontrera,  comme  dans  la  quatrième  pro« 
pofîtionj  que  tout  point  différent  du  point  O, 
ce  peut  appartenir  à  cette»  courbe» 

On  voit  évidemment  par  la  figure  8.  que 
ce  feroit  la  même  folution  >  fi  le  point  P  étoic 
au-delà  de  la  direâxice ,  par  rapport  à  la  para-- 
bole. 

R  E  M  A  R  QV  Er 

93.  Le  problème  aura  toujours  deux  folationsi 
tant  que  le  point  donné  ne  fera  pas  fur  la  courbe. 
Car  alors. la  direSrice  feroit  tangente  au  cercle 
décrit  du  r^on  PF,  ^Ji  le  cercle  ne  cçffpoit  pas 
la  dïreSlricef  ou  ne  la  rencontroit  en  aucun  points 
le  problime  feroit  impoJJïbUj  &*  Von  feroit  fur  qui 
le  point  P  feroit  au  dedans  de  la  parabole. 

Ce  problème  renferme  Ifs  deux  précédents  6*  ton 
peut  fe  fervir de  cette  conJlruSiin pour  ks réfoudre.'^ 

B 
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u  p0i»t  comme  cmtre  Gr  ayant  pour  rayon  MA , 
touche  la  double  ordonnée  enAy&la parabole  tn 
deux  points  P.  Q.  (  Fig.  i  o). 
*       «  •      ■ 

Solution. 

©n  prendra  fur  l'axe  la  partie  AO=:AB; 
âH  point  O,on  élèvera  l'ordonnée  OP.- Enfin 
ayant  pris  OM  çgal  à  U  moitié  du  paramètre 
TH  du  côte  de  l'ordonnée  ABfÔc  joint  les 
points  P,  Mi  par  la  ligne  MP  :  le  point  M 
fcia  le  centre  du  cercle  demande. 

Démonstration.    . 

Puifque  l'on  a  fait  OM  égal  à  la  moitié  du 
paramètre  TH,  il  eft  évident,  par  la  propojîtion 
précédente,  que  la  ligne  PS  perpendiculaire  à 
FM,  eft  tangente  à  la  parabole  P.  Elle  eft  auflî 
tangente  au  cercle  au  même  point  P  ;  puif- 
qu'elle  eft  perpendiculaire  à  Fextrémîté  du  rayon 
MP.  Donc  le  cercle  touche  la  •parabole  au 
point  P.  Ce  qui  fe  démontrera  de  même  par 
rappoK  au  point  Q  :  refte  à  faire  voir  que  CB 
toucbe  auffi  le  cercle  en  -4,  ou ,  ce  qui  revient 
au.  même,  que  -4iW=  PM. 

'Par  conftruftion  AO  =  AB.  Donc  70  = 
AT^AB.  Donc  PO'=^TOxTH=ATxTH 
^ABxTH.  OM  étant  égal  à  la  moitié  da 
païametre  TH.  Son  quarré  OM'=':^TH\  de 
èi  canfc  du  triangle  rtfbangle  POM,  on  a 
PM'  =*  PO^  +  0M\  Donc  PM'  =  ATx  TH 
r^ABxTH^LTHK 
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Ti€îùème'AM:=:AO^OM:=^AB^iTH. 
Donc  AM'^(AB^\TH)x{AB^\TH)r=^ 
AB'-^ABxTH  +\TH\  Dooc  PM'^^AM'; 
car  par  la  pr$priété  M  U  paraboUf  AB^ssATx  TH. 
Donc  PMzszAM.  Ce  quil  faUoît  trouyer  &, 
démontrer»  * 

PROPOSJTION    X- 

^    Thâorémm. 

44.  Dans  la  parahcle  TEP ,  dont  Vase  eft  TO, 
une  tangente  PH,  terminée  à  Vaxe  eit  H,  & 
uTie  autre  tangente  à  Vorigine  de  Vaxe  en  T ,  ren* 
contrant  le  diamètre  DP  en  B  :  Je  dis  fue  le  triarh 
gle  TAH ,  fait  par  les  deux  tangentes  Cfpar  Vaxe 
eft  égal  Gr  femblable  au  triangle  BAP  fait  par  les 
mêmes  tangentes  &r  le  diamètre  VB.  (Fîg-  n)* 

D  é  M  O^  STRATIOK. 

Par  le  point  P ,  origine  dir  diamètre  PD  : 
je  mené  l'ordonnée  à  Taxe  PO ,  par  la  feptiéme 
pr^pofition  TO  =TH  ;  mais  à  eaufe  des  paraUéles 
TB  PO,  TO  »  BP.  Donc Tfl=BP,  tfoù  il  fuit 
évidemment ,  que  les  triangles  reftangles  PAB 
TAH  font  égaux  &  femblables»  puifqu  ils  ont 
deux  angles  égaux  chacun  à  chacun  èc  ui>  cô^ 
té 'égal.  CejtùlfaUfiit  démontrer^ 

COROLLAIKX. 

45.  Ayant  mené  TD  paraUéfe  kPH.ûk 
chacun  des  triangles  égaux  PAB  TAHf  00 
ajoute  le  quadrilatère  TDPA^  on  aura  le  triant 
gle  TDB  égal  au  parallélogramme  TDPH  ; 
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ou  bien  au  rcftangte  TOPB ,  à  caufe  des  pa- 
rallèles BP.MHÔc  des  bafes  égales  TO.Tlf. 
Il  eil  auffi  évident  que  le  même  triangle 
TDjB  eft  égal  au  triangle  POH,  en  ôrant  du 
leâangle  TOPB  le  triangle  PAB,  &  ajoutant 
au  refte  APOT  le  triangle  TAH  qui  lui  eft  égaK 

PROPOSITION    XL 

Tm  £0  KÊM  £. 

49  Suppofant  les  mimes  chofes  \  fi  de  quelque 
point  É  de  la  parabole  ^  on  mené  les  droites  £G, 
EM  parallèles  aux  tangentes  TB ,  PH  ;  je  dis 
que  le  triangk  EGM  ejl  égal  au  reSangU  GTBF, 

Pémonstratiof. 

Les  triangles  POH ,  EGM  étant  fembUbles  à 
taufe  des  parallèles ,  PH,IM;  PO,  GF,  on  a 
POH:EGM::PO*:EG*er/^tfrrtfr.  3  deU^^^propo^ 
fition  FO':EG'::TO:TG  àràcaufedespa^ 

raMes  B¥,GH,  TO:TG::TOPB:TGBF 

Donc  POH  :  EGM  :  :TOPB  :  TGBF.      • 
Mais  par  la  précédente  propofition 

POH=TOPB  doncAuJfi  EGM=rTGBF, 
Ce  4[uil  falloit  démontrer. 

47*  Mais  fî  le  point  E  étoit  au-delà  du  diB^ 
mètre,  par  rapport  à  l'acte  comme  en  c,  ayant 
mené  l'ordonnée  eg  qui  rencontre  Taxe  en  g. 
Les  triangles  egM  Se  POH^  ayant  leur  côtés 
parallèles  feront  femblables,  8c  donneront 
fOH:egM.:PO' .* eg*  &  par oorollaire  ^.dela »«o 
fropofition  PO^  :  eg""  .•.•  TO  :Tg  3c  ^  caufe  des  pam 

raUéUs  BP  GH        TQ  :  Tg  ,v  TQPB  ;  TgfB. 
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Donc  POH:egM:.'TOPB.TgfB. 
Mais  par  la  précédente  propojition 
POH^TOPB   donc    auffi    egM^TgfB. 
La  propojition  efi  donc  encore  vraye  dans  ce  cas 
(Fig.  II.) 

48.  Enfin  fi  le  point  E  eft  au-delà  de  Taxe  »  pac 
rapport  au  diamètre  PI  (Fig.  1 2);  la  propofitioa 
fubfîfte  toujours.  Car  les  triangles  POHyEGM 
feront  toujours  femblables,  &  la  démonilratioa 
ne  diffère  en  rien  de  celle  du  premier  cas  : 
d^où  il  fuit  que  cette  propofition  eft  généralci 
&  démontrée  pour  tous  les  cas  polfibles» 

PROPOSITION    Xlla 

Tff  ÈOR  ÈMS. 

'4p.  Jus  mêmes  çhofes  étant  pofées  .•  je  dis  quô 
U  triangle  EFI  eji  égal  au  parallélogramme  PIMH. 

Pémonstkatiok. 

Si  le  point  £,  eft  entre  P  &  T  (F^.  11);  par 
le  corollaire  de  la  10^^^  propojition  POH^POTBy 
mais  par  la  précédente  EGM=GTBF. 

Donc  POH  -  EGM  =  POTB  -  GTBF  Se 
ôtant  encore  de  chaquq  membre  de  l'égalité 
le  quadrilatère  PQGO  :  on  aura  POH^EGM 
^PQGO  =  POTB^GTBF-PQGO  ou 
M£Qfl=B  PQF,  donc  eq  ajoutant  à  chaque 
membre  de  Pégalité)  le  quadrilatère  PIEQ^ 
MEQH+PIEQ^PqF-i-PlEQ,  ouréduifant 
PIMH^EFI. 

5Q1  Si  ht  point  E  c&  au-delà  de  Taxci  /or 
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xapport  au  diamètre  Pi (Fig.  12.);  par  U  io«n* 
propoJîtion,le  tn^nglcPAB:=:TAH.DoncPAB^ 
PlAîTAr^TAH+PlMTA  .•  &  rcduifant  on 
à  le  quadrilatère  TBIM^PIMH.  Çnfin  ôtant 
de  ce  quadrilatère  le  reftangle  GTBF,  &  lui 
ajoutant  le  triangle  EGM  égal  à  ce  redanglc , 
on  a  encore  le  triangle  EFI  =  P1MH. 

Enfin  fi  le  point  E  fe  trouve  de  l'autre  côté 
du  diamètre,  par  rapport  à  Taxe  comme  en  e 
<Fig.ifl.>,  par  la  10^^ propofitiùnTAH:=^PAB. 
Donc  TAH^  TgfpA  =  PAB  +  TgfPA  ;  ou  en 
réduifant  HgfP=TgfB  =  egAf ,  par  ta  précédente. 
Donc  HgfP  —  Mgfl^tgM'--Mgfl,  ou  ce  qui 
revient  au  même  après  la  réduftion ,  le  paral- 
lélogramme PIMH  égal  au  triangle  efL  Ce 
quilfalloU  démontrer  dans  tous  Us  cas. 

PROPOSITION    XIIL 

Tjr  i  o  jt  s  M  E. 

j  I .  Lej  chofts  étant  toujours  dans  le  même  état , 
Ji  d'un  point  E  de  la  parabole,  on  mené  une  droite  Ee 
parallèle  à  la  tangente  PH ,  je  dis  qut elle  rencontre 
la  parabole  en  un  autre  point  e ,  &  quelle  eft  coupée 
en  deux  également  en  I ,  'par  le  diamètre  PI,  mené 
par  U  point  de  contingence  P  (Fig.  11.}. 

Démonstration. 

Si  la  tangente  étoit  BT,  la  propofîtion  fe- 
roit  évidente  par  la  génération  ;  mais  fi  c'eft 
toute  autre  tai^gente  comme  PH  :  par  lajîxié- 
me  propojîtion,  Ion  peut  trouver  une  tangente 
RS  qui  faâè  avec  l'axe  ui>  angle  RSO  mgin- 
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«Ire  que  ]  Tangle  PHG.  Il  efl  évident  que  le 
point  R  ou  cette  ligne  touche  la  parabole» 
eft  plus  éloigné  du  fommet  T  que  le  point  P, 
&  partant  elle  coupera  la  première  tangente 
en  a  au  delà  de  P,  par  rapport  à  H.  Mais.elle 
ne  peut  la  couper,  qu'elle  ne  coupe  aum  fa 
parallèle  £e  en  quelque  point  ;  donc  cette 
droite  E  e  qui  a  déjà  un  point  E  fur  la  para* 
bole,  la  va  couper  encore  en  quelque  point  e» 
puifqu'elle  ne  peut  être  coupée  par  la  tangente 
RSj  que  hors  de  la  parabole  S^  au  flelà  de  P, 
par  rapport  à  Taxe.  Ce  qu  il  fallait  lo.  démon--^ 
trer. 

2^.  Par  la  propofition  précédente ,  le  triangle 
EFI  efl  égal  au  parallélogramme  PIMHj 
lequel  eft  auflS  égal  au  triangle  e/I,  par  la  troU 
fiéme  partie  de  la  mime  propofition.  Donc  les  trian-, 
gles  font  égaux  :  ils  font  de  plus  femblablcs  » 
à  caufe  des  lignes  parallèles  qui  les  forment. 
Donc  El=el  :  Ce  qu  il  fallait  2^*  démontrer. 

Définitions. 

L 

52.  On  appelle  ordonnée  à  un  diamètre,  les 
lignes  parallèles  à  la  tangente  qui  pafTe  par 
l'origine  de  ce  diamètre,  de  même  que  les 
perpendiculaires  à  Taxe  font  appellées  fes  orr 
données. 

Corollaire* 

*  53.  D'oii  il  fuit  que  Tangle  de  la  tangen- 
te à  Torigine  du  diamètre ,  détermine  Tangle 
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des  ordonniÉcs  à  ce  même  diamètre,  &  les  or^ 
données  à  Taxe  ne  lui  font  perpendiculaires» 
que  parce  que  la  tangente  au  fommec  de  la 
parabole,  ^lî  perpendiculaire  à  ce  même.  axe. 

♦  II. 

f/i^  On  appelle  abfdffes  ou  coupées  d  un  diamètre 
quelconque  (Fig.  13.)  les  parties  PI  PY  do 
ce  diajnetre  comprifes  entre  fon  origine  P  &i 
les  rencontres  J,  Y  des  ordonnées  SI  j^Y  k 
çc  même  ^iam^trç.  "*; 

;  PROPOSITION    XIV. 

Tir  £0  RE  M  s. 

55.  Suppofant  toujours  les  mêmes,  chofis  ji/e- 
dans  les  propojitions  précédentes  :  je  dis  que 
les  quarrés  des  ordonnées  "El^  MY  à  un  dïame* 
tre  PI,  font  erureux  comme  les  ahfcïjfes  corre/- 
yondofltes  Pl^  VY  z  ou  ce  qui  revient  au  mime^ 
^ueVon  a  ET  :  iEY*  :  :  PI  :  P  Y  (Fig.  13)- 

DéMONSTAATION« 

A  caufe  des  triangles  femblables  EFl  JEFY^ 
On  a  EFl:MFY::EVx/EY\  Mais  par 
la  précédente  EFl=:zPlMH,ôcparla  mtm^ 
JEFI=PYMK 

Donc  EFI:jEFI::P1MH:PYMH, 
Donc  ET  :jEY'::PIMH:PYMH'. 
&  à  caufe  des  parallèles  MH  PY 

PIMH:PYMU::PI:PY^ 
Ppnc  EVi.^Y'iiPI.PY.Ce  ^uilfalloît  démmrer^ 
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ÎI   en   cft  de  même  fi  les  or<îonneè.^  ftntt 

de  Tautre  côté  du  diamètre   comme  ef,  car 

elles  font  égales  aux  précédentes ,  par  la  trd-^^ 

\iemt  prùpùfitîoTU  Ct  quil  fallait  déi^onîreu 

D  É  F  I  N  I  T  I  O  K. 

Du  Paramétrée 

^.6.  La  troîfiéme  proportionnelle  à  rabfcîflîs 
Pi,  &  à  l'ordonnée  J£,  eft  appellée  p^rûme- 
tre  du  diamètre  P I,  enfortc  que  fi  Ton  fait  cette 
proportion  continue 

PîiIE  :  :IÈ:  PR 
cette  ligne  ^R  fera  le  paramètre  cherché, 

CoKOLtAtBJË      L 

57.  Il  eft  évident  par  cette  définition,  que 
les  quarrés  de  toutes  les  ordonnées  comme 
yEI,  font  égaux  au  reâanglc  fait  du  paramer 
tre  &  de  rabfcifl^e  correfpondante. 

*  On  a  nommé  la  ligne  dont  nous  venons 
de  donner  la  définition, /^aramerre;  parce  qu'elle 
fert  de  commune  mefure  pour  connoitce  la 
valeur  des  quarrés  de  chaque   ordonnée. 

58.  Les  anciens  Géomètres  ontaufli  appelle 
cette  ligne  latus  reBum^  fans  doute  parce  qu'é- 
tant appliquée  d^équerre  à  Forigine  du  diame* 
tre,  elle  devient  côté  d'un  redanglc  qpi  a 
TabfcifTe  pour  bafe,&  qui  eft  égal  au  quarré 
de  l'ordonnée ,  comme  nous  venons  de  le  voir. 

Corollaire     IL 

J^.    Il  fuît  auflî  de  cette  définition ,  que 
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les  proprîétcs  des  diamètres  de  la  parabole  font 
précifement  les  mêmes  que  celles  de  Taxe;  &  c  cft 
cette  parfaite  égalité  entre  les  quarrés  des  ordon- 
nées &  les  produits  de  leurs  abfciiïes  par  It  para- 
mètre ,  qui  a  fait  donner  à  cette  courbe  le  nom  de  ^ 
parabole. 

Corollaire    II  L 

Uo.^Sî  une  ordonnée  RS  (Fig.  1 2)  eft  égale  au 
paramètre/? ,  rabfciffe  PR  fera  aufli  égale  au  pa- 
ramétré :  car  appellant;?  le  paramètre,  puifque 
RS=p(hyp.)i  donc RS'=p^^PRxp:  &divi- 
fant  chaque  terme  par  /?,  il  viont  p  ==  Pi?. 

Corollaire    IV. 

^i.  Si  Tordontiée  Eleft  plu^  petite  que 
le  paramètre,  Tabfciffe  FI  fera  auffi  plus  pc- 
"  tîte  que  le  même  paramètre ,  puifque  Ton  a 
P I  :  lE  :  :  lE  :  p  par  la  définition  du  pa- 
ramètre, &  réciproquement. 

.    Corollaire     V. 

€2.  Enfin  fi  une  ordonnée  cft  plus  grande 
que  le  paramètre  ;  Tabfciffe  correfpondantc 
fera  auffi,  à  plus  forte  raifon,  plus  grande  que 
le  même  paramètre,  &  ^^cîproquement. 

PROPOSITION    XV. 

^3.  Une parabolelAAii  {Vlg.  14)  étant  donnée 
avec  un  diamètre  AP  &  une  tangente  AT  à  V origine 
de  ce  diamètre ,  je  dis  que  Jî  Von  diyife  V^ngh 
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PAT  JM*  fait  h  tangente  avec  le  diamètre  en 
deux  également  par  la  ligne  AM,  &^ue  du  point 
M,  où  elle  rencontre  la  parabole  oh  mené  l'wdon» 
vie  M?  au  diamètre  AP,  cette  ordonnée  fita  égale 
au  paramètre  de  ce  dmmetre. 

Démonstration. 

Puifqu'on  a  diyifé  l'angle  en  denx  parties 
iga.les ,  donc  TAM  =  MAP:  mais  MP  «ftant 
ordonnée  au  diamètre  AP,  efi  parallèle  à  la 
tangente  &  partant  les  angles  alternes  in- 
ternes TA M^  AMP  font  égaux  ;  donc  aufli 
AMP^MAP.  Donc  MP^AP;  puifque 
le  triangle  ME  A  eft  ifocelc  :  par  la  proprié- 
té de  la  parabole  MP*  ou  AP'=:APxp 
en  fuppofant  que  p  foit  le  paramètre ,  &  ei^ 
divifant  chaque  membre  par  APy  on  a  ^P. 
ou  MP=p  :  Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

.      RE.M  A  Rqu  ^,-, 

64.  Cette  propofition  donne  un  moyen  très  facile 
de  connoître  le  paramètre  d'un  diamètre  quelconque, 
en  fuppofant  que'  ton  connaît  l'angle,  que  fait  la 
tangente  à  l'origine  du  diamètre  y;af te  ce  même 
àametre.  Pour  cela  il  fuffit  de  dipîfer  *cet  angle  in 
deux  parties,  égales  par  ta  ligne  ÂM/de  mener  du 
point  M,  où.  elle  rencontre,  la  parabole  y  Vordannée 
MP  au  diamètre  A  P.  Car  l'ahjcife  Crjordonnéi 
font  évidemment  égales  au  paramètre,  par  la  pré- 
cédente propofiÙQn. 

dy.  Si  l'on  n'avoit  point  l'angle  de  la  tangent^ 
avec  le  diamètre ,  ruàh  Jeulement  la  parabole  MAM 
aytc  fon  diamètre  ÀP,  dont  on  voulût  avoir  le 
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parâiAetti  ^  on  chercheroU  i* abord  Vàngte  dis  bf'à 
données  en  cette  manière.  Par  un  point  quelconque 
B  y  &  pat  V origine  A  du  diamètre  on  meneroit 
une  droite  Indéfinie  R  A  Q  ;  /ùr  laquelle  on  pren^ 
droit  une  partie  -  A  Q  =  A  R  :  par  le  point  Q  on 
meneroit  QN  parallèle  au  diamètre  AF,  jufquà 
te  quelle  rencontrât  la  parabole  en  N,  par  le 
premier  point  R  fir  ie  point  N,  on  titeroit  ftÔN 
qui  feroit  ordonnée  au  diamètre  AV  i  car  à  caufe 
desparaUéles  AP  QNyles  triangles  RQN,  RAO 
font  femblahles.  Dont 

RQ:RA::RN:RÔ 
Mais  RQ=iiRA  donc  aujfi  IKHi^iifiO.Done 
ON  =  RO' 

Enfin  par  le  point  A ,  on  meûeroit  la  tangente 
AT  parallèle  à  ^ordonnée  RN ,  6*  Von  trouveroiê 
le  paramètre  comme  dans  la  première  part\e  d$ 
iiette  remarque^ 

PROPOSITION    XVI, 

^6.  Le  paramètre  d*un  dianHetre  quelconque  i 
ejl  quadrupjfi  de  la  di fiance  SF  du  fommet  S  de 
te  diamètre^  au  foyer  F  de  laparaiole.  (Fîg.  I5), 

DiMONSt  AATION« 

î^  Si  le  diamètre  ^cft  Taxe  même  de  la  pa- 
rabole f  la  propofîtion  eft  évidente  :  car  par  la 
définition  du  paramètre  de  Vaxe  on  a  P=^AF. 
*  s.  Si  c'eft  un  autre  diamètre,  comme  SQ 
au  point  S,  foit  menée  la  tangente  ST  jufqu  a 
la  rencontre  de  laxç  en  T  j  foit  abaiflee  la 

perpendiculaire 


pi-  J-    ftLçàSM'-'' 


1 
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|)erpeodiculaire  SP  ordonnée  à  Taxe  AF ifoit 
inenée  la  ligne  iSF  au  foyef  :  Se  par  Torigine 
de  Taxe  Àj  l'ordonnée  A  G  au  diamètre  6Q, 
qui  fera  égale  à  la  tangente  5T,  à  caufe  du 
parallélogramme  A  G  ST.  Le  triangle  SFT 
fera  évidemment  ifocele  ;  cat  à  caufe  des  pa- 
rallèles AP,  SQ  l'angle  GSp=STA,  ôc 
par  la  propriété  delà  parabole»  GSp  =zFST^ 
Donc  SF=iTF  :  on  a  aufC,  à  caufe  de  la 
tangente  ST,  AP^AT  donc  PT=2AP. 
Cela  pofé  ^G*=TS*  =  SGxPH,  en  fup. 
pofant  que  PH  foit  le  paramètre  du  diamètre 
SQ  :  on  a  au(G  à  caufe  du  triangle  reâangle 
TPS.  TS*=PT*+Py  =  4^P*+^Px4^F 
car  PT^oAP.  Et  PS'z^APx^AF,  pat 
la  première  propojitionk  Donc  GSkPH:=z^P^^ 
APx4AF=APx  (  4^P  +  4^F.  )  Mais 
GS  =  AT  à  caufe  des  parariéles  AP,  SQ 
&  AT^AP.  Donc  GS=APy  &  divifanç 
les  deux  membres  de  Tégalité  par  ces  lignes 
égales;  on  a  PHs=  4-4P  +  4y4F=4^r-h 
4-4 F  =  4FT«  4FS  puifquc  FT«F^  j  C$ 
^uilfaUùU  démontrer. 

CoKôLLAimE     L 

67.  L'expreflion  du  parameue  de  Taxe  étant 
^A  F ,  Se  celle  du  paramètre  d'un  diainetre 
quelconque  4^  P  +  ^A  F,  en  fuppofant  A P 
déterminé  comme  nous  l'avons  fait,  il  fuit  que 
le  paramètre  d'un  diamètre  quelconque  fur-^ 
paflfe  celui  de  Taxe»  du  quadruple  de  Tab^ifTe 
d  une  ordonnée  correfpondante  à  l'origine  de 

C 
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l'a  dîamctre.  Ainfi  connoiffant  le  paramètre  âé 
^^xe,  on  pourra  toujours  connoître  ccltii  de 
*'  lie  autre  diamètre  donné. 

COROLLAIAB      IL 

^8.  Il  fuit  évidemment  dt  !a  même  propo-î 
fitioo  que  le  paramètre  de  Taxe  eft  le  plus 
petit  de  tous  le«  paramètres,  puifque,  fi  peti- 
te que  foit  rôbfciflc  d'une  ordonnée  menée 
par  Torigine  <l'un  diamètre  quelconque,  fon 
quadruple  ajouté  à  ^A  F  donnera  toujours  une 
Quantité  plus  grande  que  ^AF. 

Corollaire     IIL 

€^.  Si  fut  i'axe  Se  fur  un  diamètre  queP 
conque,  on  ^rend  des  coupées  égales,  for- 
donnée  au  diamètre  fera  plus  grande  que  l'or- 
donnée à  l'axe ,  puifque  leurs  quarrés  font  égauic 
aux  produits  d'une  même  afefcijQTe  par  des  pa- 
«wnetres  différents,  A:  que  d'ailleurs  par  là 
préftntt  propejîtim  ,  le  paf  amotre  du  dîaractiîe 
ftft  plus  grand  que  celqi  de  l'axe.       > 

Corollaire    IV. 

70.  Si  par  l'origine  d'up  diamètre  on  me- 
îie  une  ordonnée  SP  k  Taxe  <  Fig.  ly.  )  * 
que  par  l'origine  A  de  l'axe  ^P,on  mené 
une  ordonnée  -4  G  au  diametfe  SQ  ;  les 
quarrés  de  ces  ordonnées  SP  AG  feront 
cntr'eux  comme  les  paramètres  de  l'axe  8c 
du  diamètre.  Suppofant  la  tangente  5T  à 
l'origine  du  diamètre,  à  caufis  du  parallé- 
logramme AGSTfAT  =  GS  &  par  la  pro- 
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|)riété  Je  la  fou-tangente  AT^AVr,  doné 
AF  =  GS.  Donc  les  abfcifles de  ces  ordonnée^ 
font  égaies.  Maïs  far  U  première  propejîtion 
S  ?*=  A  P  X  4A  F.  Et  par  U  ^roUaire  prenéer  de 
U  définition  du  paramètre  A^'^GSxPH. 
Donc  Sr.AG'  ::^Px  ^AFiGSxPHi.^AFiPH. 
en  divîfabt  par  AP==G  S.  ^ 

COROJLLAI&E      V« 

-  71.  Puifque  l'on  a  5P*  :  AG'.i^AF:  PHi 
fi  Ton  meta  la  place  de  SP^  fa  valeur  >iPx 
^AF  Sç  T$'  à  la  place  de  AG'  ;  puifqu* 
AG^TS,  on  aura  APx^AF:  75*  :  :  ^AF:  PU 
Donc  r5*x4^F==PHx^Px4^F,  &  di- 
yifant  par  ^AF:  il  vient  TS'=PHxAP, 
P'où  ron  tire  APiTS.iTS  :  Pft  Ceft-àA. 
dire ,  que  le  paramètre  d'un  diamètre  quelcon^. 
que  eft  troiliéme  proporcionelle  à  rabfciffe 
^P  &  à  la  tangente  75  menée  par  lorigine 
de  ce  diamètre  de  terminée  à  l'axe  ;  et  qui 
donne  encore  un  moyen  facile  de  trouver  I0 
paramètre  de  ce  diamètre* 

REMARQUE. 

Ce  eoroUaîre  ejl  vraij  non-feulement  par  r^p^ 
port  à  ïaxe ,  mau  encore  par  rapport  à  tout  au^ 
tre  diamètre.  1 

PROPOSITION.  XVIL 

72.  Soit  une  parabole  K  A  S  ,  dont  A  ^ 
eft'  Vaxe ,  F  U  foyer  ,   S  Q  «n   diamètre   quel^ 

Ci) 
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con^t  &  KL  Ifl  -direShke,  fi  par  U  foyer  F  oif 
mme  une  double  ordonnée  RFQO  au  diamètre 
SQ  .•  je  dis  que  cette  droite  eji  égale  au  parûmes 
ire  du  diamètre  SQ.  (Fig.  15.) 

DémonstaàtioK. 

Par  les  extrémités  OA  de  cette  double  or* 
donnée ,  foient  menées  les  perpendiculaires 
ON  RXkXz  diredrice  NK X  :  foit  de  plus 
prolongé  le  diamètre  S  Q  jjufqu'à  ce  qu'il  ren- 
contre la  direÔrice  en  L.  On  aura  par  la  gé^ 
néràtion  de  la  parabole  O  F=  OiV  &  R  F=  RX. 
Donc  OF+FR=ON^RX,  &  à  caufe 
que  les  côtés  RO  NX  du  trapefe  XRON 
font  .  coupés  en  deux  également  aux  points 
QZ-:  on  aura  LQ  =  ?^-tS£==££::^  t=Q/f. 
Préfentcment  à  caufe  du  parallélograme  JFQS 
qui.eft  divifé  en  deux  triangles  égaux  &fem-« 
blables  par  la  diagonale  FS,  il  eft  évident 
que  Je  triangle  F^Q  eft  ifocele,  puifque  le 
triangle  fon  égal  TFS  a  été  démontré- ifo- 
cele dans  la  précédente  proportion  :  donc 
FS  =  SQ.  Mais  par  la  propriété  de  la  parabole 
FS^SL  donc  LQ  ou  QR  =  2FS.  Donc 
aQR  ou  ORrs^FS  que  Kon  a  détnontré 
dans:  Ja.  précédente  être  le  paramètre  du  dia^ 
mètre  L  Q;  Ce  quil  falloit  démontrer. 

COBOLLAI&E. 

73.  Si  Ton  imagine  que  le  diamètre  LQ 
s'approche  de  Taxe  AFj  6c  qu'enfin  il  fe  con- 
fonde avec  lui|  la  double  ordonnée  RO  de- 
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viendra  la  double  ordonnée  m  FM  qui  fera> 
auili  égale  au^  paramètre  de  l'axe.  Ainfi  la^pro* 
po/ition  eft  générale. 

On  peut  démoBtrer  ce  corollaire  plus  dî* 
reâemenr  $  car  par  la  première  propojîiion  on  a 
FM'=  AFx^AF^^AF  donc  FM=2AF$ 
donc  m  F  M  ou  ,2F  M  ^^AF. 

REMARQUE^ 

74.  Puîfque  tan  a  démontré  que  S  Q  =  S  F , 
en  aura,  4S  Q  =  4  S  F ,  ceft^à^iire  que  le  pjam-^ 
mètre  £un  diamètre  ejl  égal  au  quadruple  de  l'ab^ 
€ijfe  SQ  correfpondante  à.  Votionnit  au  mime 
diamètre^  qui  pajfe  par  h  foyer  de  la  parabole i ce 
fui  donne  un  moyen  facile  de  trouver  le  paramètre 
d'un  diamètre ,  lorfquon  connoU  le  foyer  de  la  para^ 
lole ,  Cr  L'angle  de  ce  diamètre  avec  fes  ordonnées* 

7 y.  Réciproquement^  connoîjfznt  un  diametrt 
quelconque ,  Sangle  que  fait  avec  lui'  la  tangente  à 
fon  origine  y  Gr  le  paramètre  de  ce  diamètre;  on 
pourra  toujours  trouver  le  foyer,  de  la.  parabole  ^ 
Jon  axe  ùr  fà  dïreSrice. 

De  Vorigine  S  du  diamètre  9,  on  prendra  une*, 
partie  SQ  égale  au  quart  du  paramètre ,  par  le 
point  Q  on  mènera  une  droite  QR  indéfinie  pa-^ 
ralélle  à  la  tangente; du  point  S  comme  centre  Cr 
rayon  SQ^on  décrira  un  arc  de  cercle  qui  coupera, 
QR  au.  point  F  qui  fera  le  foyer  demandé.  La 
iigne  FP  menée  par  ce  mime  point  F  paraUéle^^ 
ment  au  diamètre  fera  taxe  de  la  parabole  ;  en-». 
fin  prolongeant  SQ  en  L,  enforte  que  SQ=a 
SLi.k  perpendiculaire  LK   qui  fera  éleuée  à 


j^  Dr  h  Parahùb: 

€€  fotntffha  évidemment  la  diréSrkeé  Car  paf 
'la  conftruaiên  on  4  SQ==SF  ;  maïs  &Q=SL 
donc  S  F  =  S  L  qm  efi  la  principale  pràpriété  d^ 
la  paraiole  par  rapport  à  la,  direSrite. 

7^.  Il  eft  encore  évident  que  tout  paramètre  efi 
égal  4  quatre  fm  h  difianee  SL  du  fommet  S  4^ 
fon  diamètre  à  la  àtreStrice  KL.        - 

PROPOSITION  xvin. 

T  JT   Ê  0  m    É  M    E., 

77*  Si  par  un  point  fe  d^une  porobdle  (  fîg.  i  <f.  J^ 
on  mené  une  tangenu  £  Q  qui  rencontre  quelque 
diamètre  PQ  en  Q,  Ér  par  le  mime  point  E  uiu^ 
ordonnée  El  au  m^mé  diamètre.  Je  dis  que  PQ=PI^ 

PiaONSTHikTlON^ 

Soh  TF  Taxe  de  la  parabole,  BTA  tan-^ 
gente  à  l'origirie  de  Taxe  6c  P  H  tangente  en 
r  Se  pàrconféquent  parallèle  à  £1,  par  la  trei^^ 
liéme  propofition.  Par  le  point  T  foit  auffi  me- 
née T  0  parallèle  à  cette  même  P  H.  On  au«« 
ra  PD  =  PB.  Car  à  caufc  des  parallèles». 
PHAJD , PI  MHiPD=  TH  mais TH^TO. 
Par  la  propriété  de  la  tangente  PB  8cT0  =  PB 
9  caufe  du  parallélogramme  TOPB.  Donc- 
PD=:PB  donc  BD  =  2PB  =  2T0.  Enfia 
par  les  points  M%  Ej  P  foient  menées  les, 
droites  ML,  EG.PO  parallèles  à  TB.  Par 
le  corollaire  troi/iéme  de  la  première  proposition  ^  oru 
9,  PO^  ou  jpr:£Ç*::TO:TG 

TO.TGr.BDMGi 


ïîvre  ^renîer." ..  ijtt 

taofe  des  ttlangles  femblables  EGF  TBD 
on  a  auffi, 

BP:£G';:BD*;<?r. 
Donc  BD':GF':iBD:MG  A  partit 
fX}xGr;«=BD'xAi6  4c  divifânti  clnqa« 
Ofrabre  de  l'équation  par  £!>»  qn  a  CtfS?* 
BDxMG.  D<>nc  BD:Gf  :':  GF.MG^ 
ç'eft-à-dke  <]oe  Gf  eft  moyenne  propoxtion 
ncUe  entre  BD  Se  M  G,  .      > 

D«  xaêtne  à  cauie  des  triangles  femblkbles 
SGM,  MLQ:oa  aura 
ST  Qu  MV:EG'::QU:iîG*      , 
donc       QL*:AfG'::BI?:AlG 
Repartant  QL'xMG-MG'xBD  &  diwifant 
par  M6,on  s,QVz=:MGyiBD  d'où  l'on 
tire  BD:QL:  :QL:JM G» 

'Donc  GF=sQL  puisque  chaque  Figne  cil 
moyenne  proportionelle  entre  les  nsêmes  B  jQ 
MG.  Mais  à  caufe  des  paraHéIcs  LB:=MT=a:C 
à  caufe  de  la  tangente  EM  donc 

GF+TG  =  QL  +  LB  o»  TF^ÇA 
P*,m«ipe£JP.=::7Q  — 7H  à  caufe  de  la  cm- 
gentfl  i*».  Donc  TF+TH«Q£-t-BP  « 
rédiùfant FH ovPIbzPQ  car  à  caufe  du  pa» 
■aU4k>giaoime  P/FH;on  a  FH=^PI  C» 
jju'i/  faUoh  démontrer^ 

*  On  démonttera  de  mime  que  fi  d'vmfoîntit  ià 
Ift  patoMe  (Fig.  1.7.)  0a  mener  uae  turent*  eqm 
rencontrant  un  diamètre  en  qàeiu  'm6me  point  e» 
torionnét  ei  i  ee  mime  SametH^  Ut  partie»  C^ 
Il  feront  égaUti. 


^0  Ùe  U  Parahok 

DÎmonstratiok, 

78.  Soit  abaiflëc  du  point  c  l'ordonnée  |^  ' 
Taxe  eg.  Soit  prolongé  le  même  axe  juTqu'à 
ce  qu  il  rencontre  la  tangente  en  m.  Soit  me*^ 
née  ml  perpendiculaire  au  diamètre  P  Q  aulll 
prolongé  en  /,  s'il  efl  néceflaire.  CeU  pofépar 
h  caroltaire  troijiimt  de  U  premkre  prapêjitiûn 
on  a 

.   PO'  ou  BT:eg^::TO:Tg::BD:mg 
puifque  BDs=i2T0  Se  quej»g=27g.  &  i 
caufe  des  triangles  femblables  TBD  egfi 

OnhBT:eg'::BD':gf' 

Donc  BD':gf'::BD  :mg. 

Donc  BD'xmg::=^BDxgf^ 

Donc  BD'xmg^gf\ 
De  même  à  caufe  des  triangle^  fembtablet 
4^^771)  mlq  oa  a  l'analogie 

ml"  oaBTieg':  :lq':mg\ 

Donc      l  f  *  :  mg\  iBDzmg 

donc  BD  xmg"  =  mgxlf 

donc  fiDxiî^  =  /j*  en  divîfant  par  mg^ 
Mais  nous  avens  BDxmg^gf*  donc  lq^±=xgf^ 
fc  partant  lq:c=:gf:  à  caufe  du  parallélogram^ 
me  iBTm^  dt  la  tangente  em  on  a  £2=s 
Tm  =  7g, 

Donc  lq,  —  Bt:=igf^Tgj  OH  Bq  =  Tf.  Il  eft 
tncor»  vifible  que  Tchi  a  Og  ou  Prr:zmH,  Cac 
Tg=Tm&  rO==Tiî. 
^onq  Tg  -^  TO  =  Tm  -^  Tlî  ou  Og«a=mH. 
Ponc  mT^mH  —  Tf=  Br.^Pr  ^  Bq  ôs 
rtduifant  jiff  1=  P^  jt  w^n^  4  caufe  du  parallçlo^ 


Unir  frtnàtri  :^|i, 

|:miinhe /HPî  on  a/H-Fi,(îobc  PîfePj* 
Ci  quil  fallait  démontrer^ 

De^initioit» 

7p.  La  droite. /Q.comprifc  cfitrfe  rordon- 
sce  £1  à  un  dtametre  Pi,  &  ta  rçpcontre  du. 
même  diamètre  par  la  tangente  eh  £  s'appeir 
h  fous-tangente  par  rappon  fia  dianysUe  PL 

Corollaire    I. 

8o.  Donc  les  foutangentes  d'un  dlametrCr 
quelconque  ont  les  mêmes  propriétés  que  cel- 
les de  Taxe,  puîfque  l*on  a  PQ^PL  Ainfi 
Ton  peut  établir  généralement  i^ue  toute  foo* 
tangente  efl  double  de  rahfciàe  jcorrefpon- 
dante  à  l'ordonnée  menée  par  le  point  tou- 
chant, &  elle  fert  aux  mêmes  ufag^es  ^ue  la 
foutangente  de  Taxe. 

CoROLLAIBS    ;II./ 

.  8î.  On  peut  encore  fe  convaincre  aîfémcnt 
<de  la  généralité  du  corpHaire  5^™o  de  la  i& 
propoOtion  (  num.  71.  ) 

SoU  une  parabole  RAS.  (fîg.  1 8.)  dont  AP  SQ 
font  deux  diamètres  quelconques  ^  fi  P^  ^^i  points' 
A,  S  origines  de  c^s  diamètres  on  mené  Us  or- 
données  A  G ,  S  P  parallèles  aux  tangentes  en  ces 
mimes  points  j  le  paramètre  du  diamètre  SQ  e/î 
troifiéme  proportioneUe  4  tahfcijfce  AP  Gr  4  l^ 
tangent^  TS. 

D^VONSTftATIOlt. 

Par  U  préfente  proposition  à  çaufe  de  la  tan^^ 


|;f  De  ta  Parahok 

gente  S%  AP:^  AT^  tmis  AT=s  ^Sieaxf* 
fé  du  parallélograinme  ié6«ST. - 
Donc  SP*:AG^.,:AP)iiP;GSxp:îP:p^ 
puifque  les  abfciflès  AP,  Ù$  font  égales,  & 
fflettam;  ià  fo  |)ïace  de  &P^'  fa  nïeut  AP%P 
ft  à  là  ptë<î<»  4i  AG\  TS*  ^  lai  th  4gàl 
GûéAPxP:T%Ui9.f 
donc  AP^Py(p*iiTS^xP 
donc        APxf^TS*  d'où  l'on  tire 

AP,  :  1*5  :  :  TS  ip.  Ce  juil  falloît  dé^ 

-    PROPOSITION     XIX 

Tit  i  0R  É  M  s» 

Sz.  ^  ïm  a  deux  droites  A  B  M  K,  (  Fîg*: 
;ï9  .&  20,)  ipjf\fe  coupent  çn  ur^ point  O^au-do- 
dans  au  au-detors  de  la  parabole^  &  iffie ,  par  lesu 
milieux  D  C  de  cejf  droites  on  tire  les  diamètres- 
LD,  QCy'dAit  ks  pOfêMeifef  foknt  P,  p  Je 
dis  fi«rfp»4w;j;,AOxG5^MQxO»::Pip 

*  &]8iIONST«ATroH• 
P^«^  K  pojptc  O  cm  k  <:aupcnt  les  fécantcsr 
AB  MN ^  fait  mené  ïe  dlaipetre  OX^.  Par  le 
point  Koii.cç.  cfiametre  rçticontrç  la  parabole 
foient  ipcnées.  les  ordpnnces  itF,  XGI  aux 
diaiaeties  LD,  QC  On  aura  pat  ta  quator^. 
^ime  ffopofitîon.  (  num.  Ce.) 

Scdhid.  AD' ^KF':KF::LD-LF:  LE. 
&  dans  le  isà*-,  où  le  poîôt  0  çfl:  aa-dehors; 
.d«  la  pafabdc^ 


Livre  premefé  451 

KF^':AD^:KF::LF-LDtLF. 
Mais  AB  étant  paraFléleà  KF  auffibicn  que 
KS  k  LD,  on  aura  KF^OD  àç>nc 

AD;^KF'^AD\^0D'^A0xOBr 
far  le  ùmme  fondamental 'y  puifqoe  AB  cA  dî*' 
vifé  en  deux  parties  égales  en  D  y  Se  en.  (feux- 
parties  inégales  en  0. 
Donc  AOxOB:KF':tFD:LF.     - 
Donc  AQxOB:KF'::FDxP:LFkF. 
Mais  (nom.  sj.)  KF':=:zLFxF 

Donc  AOxOB^FDxP.  .  / 
On  démontrera  deiB^c  qua  MOxONs^ 
GCxp.DoncAOxOB.MOxQNïiFDxPz^ 
GCxp.  Mais  à  caufc  des  parallélogrammes- 
KOCG  KODF,  GC^KO^FD,  donc 
CD  divifant  Fantécédent  &  le  conféqucnt  do 
la  fecondc'raifon  par  les  égales  FD  G  C,  oa 
zura  A0xOB:M0xON::P:f.  CJe  ^u îf 
faUoit  démontrer^ 

CoRoi.z:.ÂiR£    L 

85.  Si  Ton  imagine  que  ks  fécawes  îûté- 
xîeures  fe  meuvent  paraiîélemenc  à,  elles  tnè-^ 
mes,  jufqua  ce  qu'elles  4evîenneQt . langenteit . 
aux  points  LQ;  alors  les  produits  AOxOB^ 
MOxON%  deviendront  les  quarrés  de  ces 
tangentes  ;  d'où  il  fuie  que  ces  quatre^  feront 
entr  eux  comme  les  paramètres  des  diametrest 
qui  paflent  par  les  points  touchants;  Dono 
KI*:Qil*::P:^  Donc  auûi  AO}(OBi 
M0)^OJN::RViqR\ 


±i  De  la  Parâiète: 

C  o  HGLL  Al  RB     ir. 

8f.  Si  par  les  points  Q  I,  origine  du  âïa- 
mètres  qui  paffent  par  fe  milieu  des  f^cantes 
oa  mené  les  ordonnées  à  ces  diamètres  Qg  Lt.^ 

RL':QR'::P:p 
Donc  RL\QR'::Qq':Ll\ 
Vono.A.Q  xOB:MOxON::Qq':Ll\ 
Ceft-à-dirc  que  les  pfoduirs  des  fécantcs  A  B 
MNy  font,  cntr'eux  comme  les  quarrés  des 
ordouoces  aux  diamètres  qui  les  drvifent  ea 
deux  également,  menées  par  Toriginc  de  cc5 
mêmes  diamètres» 

CojrollIire     IIL 

85.  Sî  lt%  diarrcres  qui  divîftnt  Tes  fccan- 
tes  ea^dçux  paiies  égales  font  également 
éloignés  de  Taxe  ,  leurs  paramètres  feront 
égaux ,  puifijue  .  ja.  parabole  eft  une  courbe 
fymetrique  ,  &  alors  les  produits  AOxOB, 
MOxON  feront  égaux,  &  les  droites  AB 
MN  feront  coupées  en  parties  réciproques  foit 
au-dedans,  foie  au-dehors  de  la  parabole. 

COROLLAIKE      IV: 

%6^  Si  une  des  lignes  étant  toujours  fécan- 
te  (  Fig.  ao.  )  Tautre  devient  tangente  en  £. 
Alors  le  quatre  de  la  tangente  fera  au  pro- 
duit de  la  fécante  entière  par  fa  partie  exté* 
ricure,  comme  le  pararrxecte  du  diapietre  qui 
pafTe  par  le  point  touchant  h^  ell  à  celui  da 


Lîpre  prender:  :|j^ 

iSlametre  <)m  divifc  MN  en  deux  parties  éga-^ 
Itsr  Se  Ton  aura  Lo^ :Mox  oN  :  :  P  :  p^ 
£c  fi  P=p9  alors  la  tangente  fera  moyta'*' 
ne  proporcionelle  entre  la  fécante  entière  de 
fa  partie  extérieure  ;  d'où  il  fuit  que  Ton 
peut  trouver  une  moyenne  proponionelle  en-, 
tre  deux  lignes  données  par  le  moyen  de  la 
parabole ,  ce  qui  feroit  pourtant  un  défaut  en 
géométrie»  puifque  le  cercle  donne  un  moyen 
plus  court  èc  plus  facile. 

Seulement  U  eft  â  remarquer  que  cela  ne  peut 
arriver  que  lorfque  le  point  de  rencontre  de  U  tan^ 
gente  &r  de  Iz  fécante  eft  à  droite  ou  à  gauche 
de  Vaxe ,  &  jamais  lorfquil  eft  ftir  Vaxe  j  parce" 
que  dans  le  cas  où  les  paramètres  ftmt  égaux ,  il  ny 
à  que  des  tangentes  ou  des  fécantes  égaUs  qià  puif» 
fcnt  fe  rencontrer  fur  Vaxe. 

C0K01.1.AIES.    V. 

87.  On  a  démontré  dans  c^tte  prdpoGtioti 
(fig.  19.)  que  Ton  avoir  toujoun  AOxOB 
t=zFDxP.  Mais  FD  =  KO  k  caufe  des  pa- 
rallèles AD  FK  doQcAOxOB^KOxP 
d'où  il  fuit  que. 

i^  Si  Ion  a  un  autre  diamètre  XY  qui 
coupe  la  même  ligne  AB  au  point  y  ;  on  au- 
roit  cette  analogie  AOxOB:AYxYB::KO:XY. 
Car  on  démontrera  de  même  que  Ton  auroic 
AYxYB  =  XYxP.  Ce  qui  fuffit  pour  dé- 
duire la  propofition  préfente. 

a®  Si  deux  lignes  A  B  VT  parallèles  cn- 
tr'çlles  font  coupées  par  un  même  diamètre 
OKU  9  on  aura 


jtS  Dé    la  Parahoil: 

AOxOBil^SxST::KO:KS: 

Car  on  démontrera  de  même  que  dans  la  pr2-^ 
ftntç  prdpoOdon  quç  VSxST=KSxP. 

3®  Si  deux  lignes  AB,  VT  parallèles  en* 
tr'cUes  font  coupées  par  deux  diamètres  difFé- 
jrensKO,  KZ^on  aura  dette  proportion 
AOxOB:VZxZT.:KO:XZ. 

Car  puifquc  î^ Z  eft  parallèle  z  AB^  elle 
ïcfa  auffi  ordonnée  au  diamètre  LD,  donc 
FZ  X  Z  T=  X2  X  P  en  fuppofant  que  P  eft 
le  paramètre  du  diamètre  L  D  mais  AOx 
O  fi  M  K  O  X  P  paramètre  du  même  diamètre  ; 
àoncAOxOB'VZxZT.iKOxPiXZxPr.KO'XZ. 

Il  faut  bien  retnarqucr  que  le  paramètre  dont  on 
fefert  iàtti  tous  ces  cûrollairesr.tjl  le  paramètre  du 
Sametre  qui,  divife  la  fécante  AB  ou  fes  paraUé^ 
Us  en  deux  également. 

Co&OLCAtiis     VI; 

Î88,  On  "^ok  par  là  comment  on  peuf  dé- 
crire une  parabole  (  Fig.  ip.)  qui  pafTe  par 
trois  points  donnés  A^K^BySc  dont  les  dia« 
mètres  foieoc  parallèles  à  4311e  ligne  donnée  de 
podtion* 

Car  ayant  joint  deux  points  comme  A^  B 
par  la  dtoltc  AB  Se  menant  par  le  troîfiéme 
point  4onoé  X,  une  ligne  KO  parallèle  à  la 
ligne  donnée  de  pofition ,  qui  coupera  AB  en 
O,  puis  menant  encore  par  le  milieu  de  AB, 
la  droite  indçfinie  D  L  parallèle  à  KO  :  on 
fera  cette  proponion. 

KO:AO::OB:P.  Cette   quatrième 


Ihm  premier:  ^*f 

jpropoitbndfle  aux  trois  lignes  idoiinles  KOj 
AOy  OB  fera  fo  paramètre  do  c&metre  L D. 
amc  lequel  on  pomcxa  décrire  la  parabole  de<s 
mandée* 

Il  efl  évident  qu»  cette  parabole  pafTera 
par  les  points  A^  B  puifqyc  ADxD B=s 
AD^^LDxP.  Elle paflera auffi  par  le  point 
K  car  pkr  la  ccnJhruMion,  ona^O>cOfi=: 
K  O  X  P.  kp,ar  la  frôfofitïonpréftntt  cette  pro--i 
priété  convient  à  la  parabole  qti!  a  L  D  pouc 
diamètre  &  -^B  pour  double  ordonnée;  d'ail- 
leurs le  même  diamètre  eft  parallèle  à  la  h.-^^ 
ghe  donnée  de  pofîrioB.  Doue  cette  parabo^ 
remplit  toutes  les  conditions  propofées. 

REMARQUE. 

Z$*  Cômxnt  U  ligne  k  laquelle  les  diamètres 
doivent  être  parallèles  peut  varier  à  Vinfini  dam 
fa  peffitim ,  il  Juit  que  par  trois  points  donnés ,  on 
peut  jaire  pajfer  une  infinité  de  paraboles  dijfireri^ 
tes.  Donc  plufieurs  paraboles  peuvent  fe  couper  en 
trois  points  fans  fe  coirfondre  5  ce  qui  n'ejl  pak 
vrai  pour  U  cercle. 

3>o.  On  voit  aifément  (  Fig.  20*  )  que  fi  le 
point  K  étoît  tel  que  la  l^ne  O  K  menée  paraUé^ 
kment  à  la  ligne  donnée  de  pofitîon  remontrât  U 
ligne  A  B  prolongée  en  O  9  le  problème  firoît  tou-^, 
jours  le  même  fir  fi  réfdveroit  de  la  mime  manière^ 

PROPOSITION    XX. 

Th  ÉoaÉM  s. 

91.  Si  une  fécante  quelconque  M  N  (  Fîg.  21  ); 


(8  D«  h  P*raholi; 

prolongée  tut -dehors  it  lu  parabole  ''reneàntre  uH 
diamètre  A  R  quelconque  en  un  point  R  &*  qu* 
des  points  M  N,  on  mette  les  ordonnées  MP  NQ 
au  diamètre  A  R ,  je  <jit  que  Von  aura 
AP:AR;:AR:AQ. 

Démon  sTUATiôV. 

Les  ordonnées  MP  QN  étant  parallèles 
le<  triangles /{AfP,  RNQ  feront femblables 
&  donneront  RP':RQ\:PM''.QN' 

Donc  JIP':«  Q':.AP'.AQ::RP-AR:Rq^ARt 

car  ^P«iîP~^R  &-4Q  =  /lQ-^lt 

Donc 

RF  X  RQ-RP'xAR=Rq'xRP-.RQ'xAR, 

Etentranfpofant 

«P*xRQ-fiPxRQ=RP\^R-RQ*Xi4«. 
ou  RPxRQx(RP-RQ)=^Rx(fiP*-RQ') 
t=:ARxiRP+RQ)x(RP-RQ)  puifque/>4r 
le  lemme  fondamental , 

RP'-RQ*=iRP'^RQ)xiRP-RQ)  donc 
<en  divlfant  chaque  ternie  par  RP  —  RQ; 
RPuRQ^AR X ( RP  +  RQ )  d'où  l'on  tirç 

RP  +  RQ.'RP,:RQ:AR. 
mis  RP^AR+AP  ,  d^  RQ=^R.+^Q  ; 
donc  en  fubftituant  ces  valeurs 
aAR+AP+AQ.'AR^hAP.-.AR+AQiAR. 
"P'oa  Ton  tire  dividende 

AR +AQ  :  AR  -^AP.'T  AQ  .•  AR. 
Donc  AiC  +  AQxAR=ARxAQ+APxAQ 
ôtant  de  part  &  d'autre   ^Rxy4Q   on   a 
AR'=APxAQ  d'où  l'on  tire  APiARiAR-.AQ. 
Ce  qu'il  falloît  démontrer.  Corollaire 


C  Ô  H  O  Z.  L  ▲  I  A  B« 

5^.  Si  Ton  imagioe  que  les  points  M^  NCe 
approchent  l'un  de  Tautre  ^  jufqu  a  ce  qu'ils 
fe  confondent  au  même  point  S  ;  Sç  que  les 
points  P>  Q  fe  rapprochent  de  même  jufqu'à 
ce  qu'ils  fe  confondent  aufli  en  O  :  on  aura 
alors  AP  =  AQ  =  AOi  AR  deviendra  AT, 
ic  la  fécante  MN  deviendra  k  tangente  «ST; 
enfin Téquatîon  AR^=iApxAR  deviendra 
AP  «  y40*  :  donc  Ar=  AO  ,  c'eft  -à  -  dire 
que  la  partie  d'un  diamètre  comprife  encre  fon 
origine  &  um  tangente  ;  dt  égale  à  rabfcifle 
correfpondantei Tordonaée  au  même  diametrci 
laquelle  pafle  par  le  point  touchant  &  ^ 

REMARilUE. 

Ct  eatùttaîreeft  une  iimonflrathn  fùrt fimple (U 
h  I  Semé  prùpojitîon^  Ssr  onU  met  ici  pour  faire 
yohr  comment  m  arrive  au  même  riJuUatpar  des  voies 
qià  paroijfent  toutes  diféreatts.  Cette  propojition  ainji 
que  la  Juivante  donnent  une  mawetefortjimple  de 
trouver  une  moyenne  proportionnelle  entre  deux  lignes 
données  par  le  moyen  d^uneparabàU  déterminée. 

Car  ayant  pris  fur  un  diamètre  quelconque 
AQ  lesabfciffesi4? ,  AQ  égales  aux  propofées 
&  mené  les  ordonnées  PikTj  QiVaumèmedia* 
mètre ,  le  point  R  où  il  eft  coupé  par  la  ligne 

?ui  joint  les  «ctrémités  M^  A^  des  ordonnées 
^M ,  QN  fera  celui  qui  détermine  la  moyenne 
demandée  ;  comme  il  cft  évident,  (fg.  2 1  &  22). 

D 


50  de  la  Parabole; 

PROPOSITION    XXt 

TlfÉORMMJ^ 

p^.  Si  un  dUrrutre  quelconque  A  Q  ^  coupi 
(Fig.  2i)  dans  un  point  R  au  daioas  di  la  pa- 
rahde  par  une  droite  M  N  terminée  à  cette  mime 
parabole  f  &Jî  des  points  M ,  N  Von  abaiffe  les  or-» 
données  MP,  NQ  i  ce  diamètre  ,  paratides  à  Ut 
tangenteenAijedisqueVon  aura  ÂP^/VR::ÂR:AQ. 
Er  enwre-MP  :  RS  ::  RS  :  QN. 

D16MOMSTATIOK. 
•    î  °.  A  caufe  des  triangles  femb/ÀfPft,  A'QJî; 

/wn  MP':NQ*  '.'.AP'.AQi'.AR-RP.AR+RQ, 
Ou  AP^AR-RP&rAQ=:AR  +  RQ, 
Donc  ilP»:RQ'::^iî-RP:^R  +  KQ. 
Donc  multipliant  les  extrêmes  &  les  moyens 
l^^xAR  +  KP*xKQ  «iîQ*>o4R-.|lQ»xRP 
&  tranfpofatù  les  termes  iîP^xRQ,  «Q'x^iî* 
RP^xAR-RÇ^xAR^ =-  iîP^xRQ-«Q'xi^. 
ou  Bien  en  réduifant  chaque  membre 
(  RP*^R<1^  )  xAR=i^RP'xRQx  (  RP-^RQ  ); 
&  en  divifant  encore  chaque  membre  pac 
RP+RQiARx(RP^RQ)=-RPxRQi(mmuUip, 
&  tranfpo.  RPxAR^RQxAR-RQxRP.d'o^ 
l*on  tir©  >4R-  iî  P:AR::RP:RQ.  Mais 
ftPs»i4IUitfP  &  RQ=u4Q~^K;donc  en/tti^yfô. 
f (uutt  a*  Videurs,  AP  :  i4R  ::  AR-AP.AQ^AR. 
Donc  en  prenant  le  produit  des  extrêmes  âc  des 
moyens  APxAQ-^APxAR^^AR^-^APxAR  , 
4'x>à  Ton  tire  APxAQ^'AR'^ ,  ôtant  de  chaque 
membre  APxAR ,  «c  enfin  APuiR  ::  ^R:^Q. 
C.  Q.  F.  jo.  D. 


'Lhn  pttnàifi  '^t 

tL^ MP:U.S'.:RS:N(l.Ca.T par  U  ï?;  fnpoJuiMk 
MP':RS':NQ;:tAP:AR:AQ, 
.Donc  AfP':AS>::ff^:A^Q*.  Puif^uejwrld 
lere  partie  de  I4  préfente  propojftiim  on  a 
AP  :  AR  :  :  AR  :  AQ.  Donc  en  tirant  les  racines 
MP:RS::RS:NQ.Ce  qu'il  faUoît  démontrer^ 

PROPOSITION    XXIÎ. 

94. SifvLT le  prolongtment  de Vaxe ( fig,  2^.)on 
prend  ur^e  partie  TH  égale  w  paramem^  &  quf^ 
f^r  Vorigîne  du  mime  axe  on  mené  une  cofde  quel^ 
conque  TP  &  ^par  le  mêm^  point  P  V ordonnée 
PO  :  je  dis  que  Von  aura  pour  chaque  cordp 
«0;TP::TP:TO. 

DëlfOHSTIlATIOK« 


^  A  caufc  du  triaogle  rçftangle  TOP  on  a  P  T*  ^ 
i  TO*  +  P0^  ;  mais  par  la  propriété  '  de  la 
♦       parabole  &   du  paramètre  PO^:==TOxTH 

Îuifque  TH  cft  fuppofé  égal  au  paramètre. 
)onc    PT=TO^+TOxTH=z(TH+TO) 
;       yrO  =  HOxTA 

Donc     HO:PT::PT:TO.  Ce  quil  falloîi 
démontrer. 

PROPOSITION^XXIIL 

Th  iolÂMM. 

\  9  J.  Si  toii  prend  un  point  F ,  (  fîg.  ^4.  )  fiif 

la  perpendiculaire  DO  ah^ijfée  de  V angle  droit 
\  d'un  triangle  îfocele  rtBçLnglt^  fyr  Vhypothénufe 
>  BCfJi  ton  divlfe  cette  Ugne  DF  en  dtux  pitiés 
1  égales  en  y  ^(x  que  du  point  F  comme  centre  Gf 
I        pour  rayon  O  B  moitié  de  ta  bafe  B  C  en  décrive 


^2  De  la  paralolt. 

une  portion*  de  eercle  qui  la  coupe  en  deux  potM 
F  p  ;  je  dis  que  ces  points  feront  à  une  parabck 
dont  D  O  fera  Vaxe,  F  le  fyer  &  T  U  fonmet. 

Déhonsthatiok. 

A  caufe  du  triangle  reâangle  P  0  Fy  oâ 

FO\czt  le  triangle  reâangle  BOD  t&  aufli 
îfocelc  êc  partant  B  O  =5  D  O ,  mais  D  O  œ 
DF+FO. 

Donc  D0*=:DP  +  2DFxF0  +  F0» 
Donc  PO':=^DF'+aDFxFO+FO'~FO' 
ce  qui  fc  réduit  à  PO'={DF+2F0)xDF. 
On  a  auffi  DF=  2FT,  puîfquc  par  la  fuppo^ 
Jition ,  D  F  cft  coupée  en  deux  parties  égales 
en  T}  donc  PO*  =:(2Fr+2F0)>^2Fr 
ou ,  ce  qui  revient  au  même  PO^  =  (  FT-^- FO) 
X4FT.  Mais  FT^FO^TO.  Donc  PO^^ 
TOx^FT.  D'où  il  fuit  que  le  point  P,  eft 
à  une  parabole  qui  a  pour  axe  FD  Se  donc 
4FTe(î  le  paramètre ,  &  partant ,  le  point  F  eft 
le  foyer  de  la  parabole  puifqu'il  efl  éloigné 
du  fommet  de  cette  courbe  du  quart  de  fon 
paramètre  (  num.  13). 

CÔKOLLAIEB      L 

^6.  Si  par  le  point  D  on  m^ne  une  droi- 
te ^D  parallèle  à  la  bafe  BC,  il  eft  évident 
que  cette  droite  fera  la  direârice  de  la  para- 
bole qui  a  la  ligne  OD  pour  axe  ;  puifque 
cette  ligne  eft  éloignée  du  fommet  de  la  pa- 
rabole du  quart  du  païametit  de  Taxe. 


Iî*re  pramer.  ff 

'COROLLAIRZ      II. 

97*  S!  par  un  pc4nt  o  on  mené  une  droite 
%oc  parallèle  à  la  bafe  fi  C  du  triangle  donné , 
il  eft  clair  que  Ton  pourra  trouver  fur  cette 
%ne  deux  points  R  Scr  qui  appartiendront  h 
la  même  courbe  ;  en  décrivant  du  point  F 
comme  centre  avec  le  rayon  ob  j  les  petits  arcs 
K  »  T.  D'où  il  fuit  que  l'on  peut  déduire  de 
cette  propofition  une  méthode  fort  fimple  de 
décrire  la  parabole  ;  comme  on  verra  dans 
les  defcrlptions  de  cette  courbe. 

PROPOSITION    XXIV. 

?ROB  LÉ  ME     VL 

9  8.  TromtT  la  futface  d'une  portion  de  patM-^ 
lole  terminée  far  une  dçuble  ordonnée  à  taxa 
MFN  .•  Gr  par  cette  cow^e. 

SoLUTroK*.  t 

.  Pour  arnvet  plus  facilement  à  ta  folotioù 
de  ce  problême  nous  obferverons. 

jO  Que  la  parabole  étant  une  courbe  fimé- 
trique  Sç  divifée  en  deux  parties  égales  par 
Taxe,  te  problême  fe  réduk  à  trouver  la  fur- 
lace  du  trfangle  parabolique  TPM. 

Ol^  Nous  imaginerons  que  ce  même  trian««' 
gle  eft  compofé  d'une  infinité  de  petits  paraU 
lélograounes  MPpm ,  formés  par  des  ordon- 
nées infiniment  proches  MPf  mp.  Cette  faufle 
fuppofition  ne  peut  faire  aucune  erreur,  parce 
^ue.le  triangle  MmO  qu'il  fauJroit  ajouter  ou 

Diij 


1 


3f|  T)ë  h  fatûlùki 

retrancher  p^ur  faire  un  parallélogfftmœë  com2 
plet  eft  infiniment  petit  par  rapport  au  trapezQ 
M  Ppnt^  qufe  nous  appellerons  élément  fêrà^^ 
bêlique. 

3^  Nous  fuppofcrons  encore  qufe  le  trîah-* 
gle  mixtilîgne  cohcave  iTQAf,  formé  par  lè 
courbe  Tiw  la  tangente  TQ  à  Torigine  dà 
Taxe  &  la  droite  MQ  hicnce  par  le  poîtit  M 
parallèlement  à  Taxe,  nous  fuppofcrobs  dîs-jcJ 
qtie  ce  triangle ,  que  nous  appelions  compté^ 
pitnt  pdràhoUque ,  èft  compofé  d^une  infinité 
de  petits  parallélogrammes  MQRm  que  nous 
sommerons  élémens  et  ampUment  pûtabolî- 
qut  »  formés  par  des  lignes  MQ^  wR  menées 
des  extrémités  M  m  des  ordonnées  infiniment 
prêches  MP^  mp  perpendiculairement  i  la 
tangente  en  T.  Cette  féconde  fuppofitioB  lïe 
peut  encore  caufer  aucune  eneur,  puifque  le 
triangle  Mom  d'où  elle  pourroit  provenir ,  eft 
luppofé  plus  petit  que  toute  grandeur  afligna^ 
ble,  &  n'eft  pat  conféqueat  d'aucune  confia* 
dération. 

4^  Nous  imaginerons  que  la  cdvnrlre  <iA 
compofée  d'une  infinité  de  petites  lignes  droH 
tes  comme  Mun  dont  la  langtate  Si  H  tStlt 
prolongement. 

j^  Enfin  en  éfeyera  au  point  ti  où  lia  taih> 
genre  rencontre  Taxe^  la  droite  H  G  parhUéiè 
à  la  tangente  en  T  &;  Ton  prolongera  Itt 
droites  MQ  mR,  jufqu'à  et  qu^elks  rènceifc^ 
trent  cette  ligne  aux  points  FG^ 

Joue  cela  po£éi  U  eft  étîdeat  ^t  It  ertaM 


I^AfelO  eft  fiiiibtablé  au  triangle  MPH^ 
fuifque  cei  triabgles  ont  les  côtés  parallèles 
Àacon  à  diacun.  Donc  on  aura  la  propôrtioQ 

MP:PH::M0tOm. 
Donc  MPxOm^PHxMOri^MOxOff 
car  à  caufc  des  parallèles  M P  GH.PH^OR 
Mais  à  caufc  de  rangle-^droieoA/j^»  le  rec-n 
tangle  MPxOm  t&  égal  à  Télément  parabo-i 
liquc  MPpm,  ôc  le  reftangle  MOxOF  eft 
^gal  au  parallélogramme  MO F6  qui  eft  luî-i 
même  égal  à  rélémeoc  parabolique  ,  puîfqu^ 
MP xOm^MOxOF.  Préfentcmcnt  à  cau- 
fc des  parallèles  MG  OF,  les  rcftangles  MQJFÇ? 
MORQy  compris  entre  ces  parallèles  donhenli 
ArOK?:MORQ:':0F:OR::HP:Pr::2:i 
par  U  propriété  de  lufiuungtnte  (  num.  iij^.  ) 
Donc  AfOK3«AlP/wi;A10«Q^d»fmfiQ.var.-i\ 
C'eft*à-dire  que  l'élément  parabolique  eft  dou^ 
ble  de  l'élément  du.  complément  parabolique; 
&  comme  on  démontrera  la  même  chofe  de 
tout  autre  élément  parabolique,  par  rapport  i 
rélément  de  complément  correspondant ,  on 
aura  la  fomme  des  éléments  paraboliques ,  eft 
à  la  fomme  des  éléments  de  complément, 
comme  un  feul  élément ,  eftà  ion  complémeui 
ou  comme  a  à  i  ou  bien 

TPM.TqM.:a:i 
ilonc'en  compofant 

TPM^TPAI+TQMcc2.-2  +  U 
w      TPM.TPMQc:^.'^. 
Ou  démontrera  de  même  que 

TPNcTPNq::%:i 

DÎT 


'y^  DtUParaboU: 

d'o&  îî  Aïk  <]ue  la  furfacc  d'un  fegihe&T  pd^ 
f abdique  TMPN  terminée  par  1»  courbe  & 
une.  double  ordonnée  à  Taxe  eil  égal  aux  deux 
tiers  du  redangfc  de  rabfciflfe  P  T  par  la  dou- 
ble ordonnée  MN.  Ce  qu'il  falUh  trouver  Cç 
démontrer.. 

PROPQSITION     XXV. 

p  R  O  B  L  É  M  K    Vlh 

^p.  Trouver  la  Jurface  d'un  fegmem  purahoït^ 
fUe  terminé  par  le  périmètre  de  la  parabole  Êf  par 
une  double  ordonnée  h&Pl^  à  un  dtametire  quet* 
iço/ïjuftt-  '  ... 

;  Ayant  Êiît  toutes  les  mêmes  fuppofitîon» 
^Fig;.2,(J.)  que  dans  le  problême  précédent 
%y€c  lesi  changement  convenables ,  on  verra 
que  la  folution  eft  précifcmenr  la  même.  Car 
les  parallélogrammes  obliquangles  OMFG 
!oMPp  feront  toujours  égaux  ayant  un  angle 
cgaî  compris  entre  côtés  réciproques ,  puîfque 
fcs  triangles  MP  H  MOm  font  toujouis  fem- 
J>lables.  D^aiiietir^  Télément  parabolique .  fera 
toujours  double  de  Télémctît  du  complémenir 
puifquc  les  parallélograrnmes  MQFG  MQQR 
quijeur  font  égaux  ^  font  entr'eux  comme  HP 
à  TP ,  ou  comme  a  à  i ,  (  num.  77.  )  &  i 
caiife.  des,  parallèles  iM  G ,  O  F  entre  lesquelles 
31s  font  compris;  d^ovi  il  fuk  évidcmn>ènt  que 
Ton  a  comme  dans  la  propofîcion  précédent^ 
le  fegment  parabolique,  égat  aux  deux  ûert 


9a  parallélogramme  MQqN  fait  fur  rabfcIiM 
P  T  A:  la  cbuble  ordonnée  MN  au  diametrq 
Pft  Ce  qu'il  Jallou  trower. 

COAOLLAIRB/     L  .  ,  . 

loo.  Donc  le  demi  complément  paraibolf«*' 
ique  TMQ  eft  égal  au  tiers  du  paralléIogram-> 
me  TPMQ  &  f  autre  demi  complément  paraba*» 
lique  TNq  eft  égal  au  tiers  du  parallélogram- 
pie  TPNq  Ôc  partant  la  figure  concave  QM 
TNq  eft  égaie  au  tiers  du  parallélogrammo 
MNq(^      : 

C  O  &  O  L  fAI  R  B      1 1. 

ICI.  5i  par  le  point  T  (Fig:27),  origine 
'du  diamette,  on  mené  aux  extrémités  M  H 
Je  la  double  ordonnée  MPN^  les  drpitcs 
JM,  T//,  le  triangle  A^TJVfera  égal  à  1î| 
moitié  dû  parallélogramme  M QjiV,  ou,  ça 
qui  revient  au  même,  fera  les  |  de  ce  parallé« 
logramme  dont  le  fegment  parabolique  MZ 
TN  eft  les  deux  tiers,  oii  les  |  :  donc  ^ 
MZTNiMTN::^:^::^:^. 

Corollaire.    II L 

102.  Si  Ton  a  deux  fegments  parabolique 
TAÎN ,  TFS  (Fig.  27. )  tcrminés.par  le  pc- 
rimctre  de  la  parabole  &  par  dps  doubles  or- 
données MN^  F  S  à  un  même  diamètre? 
ces  fegments  feront  entr'eux  comme  les  trianr 
gles  MTNj  VIS  ;  car  ces  triangles  foni 
nioftiés  dt^  parallélogrammes  formés  fur  les 
Bbfcifles  TP  TX  Se  les  doubles  ordonnées  MN 

rs. 


€à  Tk  U  PàraiU: 

Ccft-à^îrc  qoc  les  paraboles  AFB,  M^A^ 
Jont  cntr'ellcs  comme  KL  êc  IH.  D^aîlleurs 
ïa  dernière  MQN  a  pour  bafc  la  droîto 
MN.  Donc  elle  a  toutes  le*  conditions  i^r 
l^uifes. 

DéFIKITIOïT. 

io6.  deux  fegments  paraboliques  {ont fim^ 
hlalles ,  lôrfqu  on  peut  leur  înfcrirc  des  poli- 
gones  femblables  cTun  même  nombre  de  côtés«. 

PROPOSITION    XXyiIL 

107.  Si  deux  fegmmts  parahoKques  A  C  R; 
iicb  (Fîg,  ^o).fonttth  qubn  ait  /  ABrCD  :  : 
ab  :  cd ,  en  fuppofdnt  que  les  iroitts  AB  ab  font  les 
doubles  ordonnées  des  diamètres  CD  cd  qui  font  avec 
elles  les  angles  égaux  ADC  adc,  je  dis  que  ctâ. 
fegments  font  femblables. 

Démonstratiok. 

.  Soient  joints  les  points  A^C^  B  par  les 
'droites  ACj  Cfi,  &  Zes  points  a^  e^  b  par 
]çs  droites  ac^  cb  :  puifque  les  droites  AD  aà 
font  ordonnées  aux  diamètres  CD  cdy  elles 
feront  coupées  en  deux  également  (  par  la 
l^tmt  propojition  ),  &  comme  (  hyp.  )  on  a 
ABiCD  ::  ah  led,  on  aura  aufli ,  AD  :  CD  :  : 
adicdf  d'où  il  fuit  que  les  triangles  ADC^adc 
font  femblables  ayant  les  angles  égaux  D\i 
compris  entre  les  côtés  proportionels.  Il  cft 
évident,  par  la  même  raifoii,  que  les  tjFÎaa- 


Lmt  premier:  (fif 

jj^les  CDB  edb  font  auffi  femblaUes,  donc 
le  triangle  total  ACD,infcnt  au  fegmenc 
parabolique  ACBy  eft  femblable  au  triangle 
total  ach  infcrit  pareillement  au  fegment  para^ 
bolique  ach  ;  &  partant  les  fegments  eux-mê- 
ines  font  femblables,  par  ht  définition  précéden*^ 
U  :  Ct  quil  fallait  démontrer. 

io8.  6i  par  un  point  F  quelconque  du  diamt" 
C  D  on  mené  une  dwte  G  F  H  parallèle  i  AB ,  & 
qu'ayant  fait  cette  proportion ,  C  D  :  C  F  :  :  cd  :  cf , 
far  U  point  f  ainfi  déterminé  fur  le  diamètre  cd,  on 
ment  la  droite  gfh  parallèle  à  ab,  on  démontrera 
aifément  que  le  pentagone  A  G  C  H  B  infcru  au 
fegment  parabolique  ACB^  tfl  femhlaUe  aupen-^, 
iagone  agchb  infcrit  au  fegment  parabolique  acb; 

D-â  H  o  N  s  T  A  A  T  I  O  K. 

'Les  lignes  GF  AD  étant  ordonnées  aa 
diamètre  CD  ainfi  que  les  droites  gf  ad  ao 
dianœtre  cd,  on  aura  par  la  i4anc  frôpofition^ 
AD':GP::CD:CF  8C  par  kypothefi 
CD.CF::cd:cf 
te  par  la  propofition  14.         cd  :cf::  ad*  :  gf*; 
Donc  AD'  :0  P  :  :  ad'  :gf^ ,  donc  ADiGFii 
adzgf.  D'où  il  fuit  que  les  triangles  GFCf 
gfc  font  femblables,  puifqu'ils  ont  les  angles 
égaux  Ff  compris  entre  les  côtés  proportio- 
nels  G  F  CF,  gf  cf  Donc  les  angles  GCF 
gcf  feront  égaux  Se  ôtant  de  ces  angles  égaux  , 
les  angles  ACF  acf,  auffi  égaux,  à  caufedcs 
trïingles  femblables  CAD  cady  on  aura  les 
angles  GCA  gca,  qui  feront  auffi  égaux  8c 


pom  ^onotDt  dbuK  nouveaux  çUng^es  îtafi 
|>lablc$  GÇAgca^puKqnUs  font  compris  enirt^ 
jcs  ç^tés  prpportionels  /^  G  G  C ,  ^  gc  ;  cojiv 
me  il  cft  évident  à  caufe  des  triangles  fcmf 
blables  ADC  aifi.GFC  ^c.  On  démontrer 
ra  de  même  que  le  triangle  C£He(l  fem« 
'blable  au  triangle  clh^  d'où  il  fuit  que  1^ 
pentagones  AQCHBy  agcbb,  font  compofés 
de  triangles  femblables  &  partant  aqfli  femr 
blables  emr  eux  ;  fie  par  conféquent  il  efl  en- 
çorç  démontré  que  les  fegments  parabolique! 
li^^x^yels  ils  font  jnfcrits»  fonc  fembt^bl^s. 

COROLLAIE£      I. 

icp.  PiJÎfque  deux  fegments  parabolique 
ibnt  femblables  lorfqu^on  peut  leur  infcrire 
des  figures  femblables  d'un  même  nombre  de 
.çptéSM  jécjproquement  lorfque  deux  fegments 
parabolique^  font}  femblables,  il  fera  toujou^ 
j)offible'  de  leur  infcrire  des  figures  ftmbl^ 
bles  4*m  mtêg^ç  Kioqsbce  de  ^t^. 

COHOLLAIAS      IL 

l  jQ.  Tpytes  Ir^  paraboles  font  des  figurcar 
iemblablçs  ;  car  on  pourra  toujoi^rs  leur  doa« 
ncf  4^$  \>^{^$  proporâonelles  à  leurs  hauteuri* 

CO&OLLAIRJE      II I. 

III,  Puîfque  les  paraboles  font  des  ûg^teû 
Temblables  :  elles  ont  aufli  les  mêmes  proprié- 
tés que  les  figures  femblables  j  donc  elles  font 
çnjcr'ellçs  comoie  les  quarrés  d/^s  côtés  homo- 


Xivre  premUf$  ^f 

tog^ts$  3ci  ligues  femblablçme&t  ûtéefi  déf 
|)aramecres,  par  exemple  »  des  tangentes,  abff 
dtks  ou  ordonnées  correrpondantcs  ;  ce  qui 
fe  doit  enteodre  non-feuleiqent  des  fegmeots 
paraboliques  femblables  jSc  détenninés^  œaip 
fjncore  des  efpaces  indéfinis  renfermés  par  le^ 
paraboles  prdoi^es  aufll  loin  qu'on  puiffg 
les  imaginer. 

JfRpPÔSITÏOM    XXIXv 

lift.  UnfêgmentfdrabvUque  ABCI  (Fig.  ;  l)V 
^éunt  donné  wec  k  triangle  BAC  qui  ki  efi 
infiritj  ùr  qui  afin  fimmet  à  Vori^nt  du  £amt^ 
tre  A¥i  qui  diyife  la  bafi  AC  en  deux  également 
m  ¥  iji  par  uif^  pqinf  qmkp^Uf  D  de  la  bafi  i 
on  mené  une  droite  D  J  parallèle  au  diiimetreÂFp 
Cr  terminée  à  la  parabole  en  I  ;  je  dis  que  Ut 
fegments  de  la  droite  DI  formés  par  le  côté  A  Ç 
eu  triangle  B  AC  9  firont  proportionels  aux  Jeg» 
mems  de-  V ordonnée  F  C ,  ou  ce  qui  efi  la  mfyttc 
thofi  que  Von  aura,  FC:FD::ï5H:DI#    . 

ViUOKSTMkTlOJX, 

Par  k  point  f ,  où  la  ligne  DI  rencontre 
la  parabole»  foit  menée  la  ligne  IK  parallèle 
à  BC  qui  fera  ordonnée  au  diamètre  AF, 
puifque  FC  cR  fiippofée  ordonnée  au  même 
diamètre,  ôc  qui  coupera  le  côté  y^C  en  L. 
Par  le  point  H  foit  pareillement  menée  la 
droite  G  H  parallèle  à  la  même  BCy  on  aura 
IK=GH=zFD  k  caufc  des  parallèles  A  F, 


t/Ç  t)e  U  Pardàe: ., 

JD.  Celai  pofé  à  caufe  des  triangles  fcinbIà-4 

hlcsAKLyAFC 

FC:KL::AFiAK  Se  par  la  i^^^  propo: 

AF'.AK::FOaK\ 

T)oncFaKL::FC\lK'DoocFCxm'=FC'xKL 

&  divifant  par  FCy  IK'=fGxKI  d'où  l'on  tire 

FC:IK:  :  IK  :  KL  ou  bien  FC.FDi:  IK  :  KL, 

Car  FD  =  IK. 
Donc  ^ridendo  FC-FD: FC.^ ylK  ^KL.JK 
&  en  réduifant  DC:  FC-  .•  IL  ^IK. 
Et  dternando  DC.'IL::FC:IK  ou  FD  qui 
loi  «ft  égal.  Mais  à  caufe  des  tÂangles  fem- 
blables  CD  H  LIH,  DC:IL::DH:IH, 
donc  on  aura  FC: FDi.DH: IH.  Ce  quit 
faUm  démontrer.  . 

•    CûR0£X,ÀttE. 

ti3.  A  caufe  du  diamètre  AF^  on  ai 
BF  =  FC  iz  k  caufe  du  parallélogramme 
GO  DH  ona  D  H— F  G ,  donc  puifque  Ion 
a  FC  :FD  ::  DH  :  IH  i  on  aura  auffi 
BF:  GH:  :FG;HI&  alter.  BF.FG::  GH:  IH 
d'où  il  fuit  que  la  ligne  £  G I  efl  une  ligne 
droite.  On  vtrrtt  ti/fage  de  cûte  propojition  & 
defon  coroUaire  dans  le  livre  de  la  defcripûon 
eu  feSions  coniques. 

Fin  de  la  farahole. 
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DE  LELLIPSE. 

LIVRE    SECOND. 

Des  propriétés  de  TEllipie  confiderée  fur  im 

GéûérfitioQ  de  cette  CôUrbe^ 

1 14^  l^^^l  '^^  y  a  fur  m  pUn  (  ûg.  ^2.  ) 
une  ligne  droite  IT  coi^pée  en 
deux  parties  égales  au  point  C» 
£f  deux  uutr es  points  F  D  fur  Is 
mime  ligne  également  éloignés  du  point  C  ;  je  dis 
^ue  Von  pourra  trouver  une  infinité  de  points  P  Pp 
fiit  au  d^us  fok  au  dejfous  de  la  ligne  I T ,  tels 
ique  lafomme  des  lignes  FP  D  P ,  menées  de  chacun 
de  ces  points  aux  points  F  D ,  foit  égale  à  la 
ligne  entière  IT.  * 

DéMONSt  AATtÔK.    . 

Je  dlvife  la  ligne  JTen  deux  partiet  quel- 
conques au  point  G  t  de  Tune  de  ces  parties 
26  comme  rayooi  &  du  point  F  comme  ce£h 

E 


^6  ^      Dt  TËttipfi: 

crc,  je  dècth  deux  atcs  de  cercle  vers  P,  Tau 

'  ^u  deffus  &  l'autre  ati  deffous  de  la  droite  IT; 
de  l'autre .  partie  G  T  comme  rayon  Se  du 
cênti:e.D,  je  décris  deux  autres  arcs  de  cercle 
tpi  coupent  les  deux  premiers  ea  deux  points 
tléterminés  P  P ,  qui   font   évidemment   tels 

^que  la  fomme  des  lignes  FP  P  D  menées  de 
chacun  de  ces  points  aux  points  F  D,eft  égale 
à  la  ligne  donnée  IT:  Je  divife  encore  I T  en 
deux  autres  parties  inégales  en  g ,  &  faifanc 

'  les  mêmes  opérations  que  pour  le  point  G , 
il  vient  encore  deux  points  p  py  l'un  au  def- 
fus, l'autre  au  deffous] de  IT,  tels  que  Fp  + 
Dp  =  lT:  &  comme  on  peut  divifer  IT  d  u- 
ne  infinité  de  manières  différentes  ^  enforte 
que  les  deux  parties  IG  G  T  ou  Ig  gT,  ayent 
cntr'ellcs  tel  rapport  qu'on  voudra >  on  pourra 
aufn  trouver  une  infinité  de  points  P  tels  que 

'  Toh  ait  toujours  FP  +  PD:^ÎT.Ce  quilfallou 
démontrer. 

REMARQUE. 

IIJ,  Une^mime  àïvifion  peut  firvîr  à  trouver 
.  fimrre  points  de  Id  courbe.  Car  Ji  du  point  D 
tomme  centre  &  rayon  IG  ,  on  décrit  deux  arcs 
de  cercle  vers  P  au  deffus  fir  au  deffous  de  I T  Cf 
f  se  du  point  F  comme  centre ,  &  demi  -  diamètre 
GT f  on  décrive  deux  autres  arcs  de  cercle  qui 
coupent  les  deux  premiers  aux  points  déterminés 
P  P,  OR  aura  deux  nouveaux  points  P  P^  qui 
font  évidemment  tels  que  FP  +  PD=:IT.  Il  en 
tjidcméme  du  point  g  &  de  toute  autre  divifion. 


Tjivrê  fecôttSi.  €y 

t>n  ftJnarqnera  tïicort  que  les  fnriu  D  F  font 
\ti  lirriites  des  points  de  divijion  G  g.  Car  fî  le 
point  de  divijîon  tomboît  au  delà  du  point  D  par 
rapport  au  point  CiCotnme  ^n  d,le  tercle  décrit  du 
point  F  comme  centre ,  avec  le  rayon  I  d  couperait 
la  ligne  IT  au  delà  du  point  T  Cr  ne  pourroit 
par  conféquent  itre  coupé  ni  touché  par  le  cercla 
décrit  du  point  D  comme  centre  avec  le  rayon  d  T» 

Co«OI.£AiKE      L 

11^^  Puîfqiie  la  Kgnc  IT  cft  dîvifée  eu 
Jeux  également  en  C  &  que  les  points  FD  • 
font  également  éloigoés  du  point  C,  on  aura 
ID  =  FT&  1F=DJ  î  d'où  il  fuit  que  là 
courbe  qui  pafle  par  les  points  P  P,  paflfe 
auffi  par  les  points  1  T.  Car  fi  le  point  G  de 
divifion  tombe  au  point  D ,  le  cercle  décric 
du  rayon  /D  &  do  centre  ¥  coupera  la  ligne 
JT  en  T^Si  touchera  le  cercle  décrit  du  centre 
D  avtfc  le  rayon  DT  au  même  point  T,  en* 
forte  que  Ion  aura  toq jours  FT^^DT^lT. 
On  aura  de  mêmfe  lD  +  ÎF=^lTj  donc  ces, 
points  ont  les  mêmes  propriétés  que  les-  pohtfs 
P  &  partant  appartiennent  à  la  courbe» 

COROLLAI&B      IL' 

117.  Puifque  la.  ligne  qui  pafie  par  Ie# 
points  P  Py  coupe  la  ligne  I  Taux  points  IT^ 
&  qu'elle  a  autant  de'  points  au  deflus  qu'au 
defibus  de  la  droite  IT^  il  fuit  qu'elle  renferme 
un  espace  déterminé  ,&  forma  ce  qu'on  apptlj 
le  une  cbud^e  reottianie. 
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CoKOXLÀI&ft     III. 

^,yh  "  «5»»°'=°'*  ^^  ^^"«  conftruaîoa 
qu  un  hgûe  POP,  menée  d'un  des  poin«  de 

Ja  courbe  perpendiculairement  klT  8(.  teroii- 
née  à  cette  courbe,  eft  coupée  en  deux  éga- 
lement par  la  même  droite  A  y  car  cette  ligne 

!w  r-  TT/j  ^  <^fi»Je'»ent  éloignés  des 
extrémités  P  F  de  la  droite  POP,  à  caufe 
Cts  cercles  décrits  des  rayon» FP  DP  &  des 
centres  F D,  dont  la  ligne  P  O  P  eft  une  corde 
commune. 

DiFIKITlOHfc 
I. 

r  ttttermmés  comme  on  vient  de  le  dire  eft 
appeUée  ElUffe,  Oo  verra  dans  la  fuite  pour 
guelfe  raifon  cWa  a  été  ainii  nommée. 

II. 

.  lao.  Le  point  C  qui  divife  IT  en  deux 
également  <ft  appeUé  Ctntre  de  rellipfe. 

III.. 

i«i.  La  ligne  droite  IT  eft  appellée  grand 
(4^«i  oo  premier  diamètre. 

IV. 

laa.  La  ligne  droite  ATCM  rFîff.  »4.ï 
yeipcndiculaire  à  l'axe  iT,  &  qui  paffam  par 
fc  centre  C,  eft  terminée  i  reUipfe  de  paît 
«E  danttCg eft  appcUée pttit  Axe,  ^ 


Lhnre  féconde  €^ 

V. 

ïîj.   Les  points  FD  également  éloignés 
cfu  point  Cf  font  nommés  F^en  de  l'tllipfi^ 

V  L 
I  a^4.  Les  lignes  droites  menées  des  points 
P  dd  reliipfe  perpendtculairement  à  Taxe  IT 
&  terminées  à  cet  zne^  font  dites  Ordonnées 
ou  Appliquées^  Ainfi  F  0  cft  une  ordonnée  à 
Vaxc  IT. 

V   I  le 

ï2f.  Les  parties  de  Faxe  liîtes  psu*  ta  rttfi 
contre  d'une  ordonnée  PO,  comme  10  OT 
Ibnt  appeUées  Abfiijfer  ou  Coupées.  On  compte 
quelquefois  les  abrcifles  for  faxe,  en  partant  dïi 
centre.  Ainfi  CO  cA  une  abfciflfe  di>  demi  axe 
ÇT^  &  OTeft  Famre  abrcifle  dQ  mime,  dçmlaxc^ 

12^.  Les  fignes  droites ,  comme  FCp(  Vîgi 
34.  )  qui  pafTent  par  le  centre  âc  fe  terminent 
à.  l'tllipfe  de  pti;t  Sç  d'autre»  ibnti  i^omméot 
Diamètres ,  parce  quelles  dlvifent  la  fqrÊice  de 
reliipfe  en  deux  ç acrdes  égales  çonvue  ou  verrq^ 
pat  1»  fttîtc.  • 

I  y.. 

127.  Une  ligne  qui  ne  peut,  rencontrct 
fVlHpie  qu'en  un  feu!  point  eft  appeltée  Tan^ 
gefêie  en  ce  point,  ainG  h  Kgne  7 H  pe.rpendî« 
cularre  à  l^îxtrémité  de  l'axe  en  T;  efttapgente 
en  ce  péinu  Car  on  démontrçra^d^iprès  qtf'cirqt 
se. la  peut;  reocoatjcer  q^'en  ce  feot  ^oiau 

Eiii 


la     ,  perEmpfii 

L    £    M    M    E: 

12$.  En  touf  triangle  reSangle  comme  FOP 

(Fig.  33.)  le  produit  de  la  ligne  PH^fomme  de 

Vhypotênufe  FP  &  dtan  des  côtés  FO,  /7ar  MP 

différence-  des  mim£s  ç^ès'^  eji  égal  au  guarré  dei 

(autre  côté  FQ,  oa  ce  qui  revient  au  même. 

(FP  +  F6)x(FP~FQ)  =  Pp\ 

'Démonstration., 

Du  point  f ,  comme  centre  avec  le  rayot* 

fO ,  côté  de  l'angle  diok  FOP^  foie  décric 

jun  demi  cercle  c^w^  coupe  rhypocénufe  en  M 

ic  fon  prolongement;  .en  H.  L^  ligne  P  Oi  fo- 

xa  tangente  en  O  i  caufe  di^  langl^  dfoic 

fOP^Sc  Ton  aojca  évidemrDeni;  A'caufe  du 

ceide  PH=f Pr»-/0  ^  AIP^FP-FQ- 

Mais  i  P^  ^^  propojîtion   36   du  3c«c  Lipre^ 

d*Euclide)j  k  tangente  PO  eft  nioyentie  pro- 

•pottionèlle  entre  la  ftScaiite  entière  JP*H  Se  (a 

•pafcie  extérieure  MP^  donc     \' 

(ÏP+FO)x(FP^k>);ouMP><PH=PO^ 

Ce  jïill  /^iioîr  démôhtrer.  '  '  ' 

PROPOSITION. X 

Ï29»  ÏJEïlipfi  étant  formée  (Fîg.rj^).  «mm» 
m  Va  expliqué  çi^ devant  ;  je  du  qne  h  q^arri: 
P  O*  d'une,  ordonnée,  POasf  grand  4^^  I T ,  «jî: 
au  reHangle  de  fes  aJbfclJfes  IQxOT,  4«fnmf  fe- 
reSangle  IFxFT,  ^x  diflauces  d'^ , dés  foyers 
r^'X  extrémités  dfi  Vaxey  efi  au  qmrxÂ  djfi   QT 


wuntîé  du  grand  axe  IT,  eefi'^à^itre  ftfe  IV/t 
Mra  cette  proportion  PO*:IOxOT::IFxFTîCT\ 

Démonstratiov. 

Sok  prolongé  FP  jufqu  en  -4,  tnCoitt  que 
Yoniik  AF=1T  ou  AP  ^P  D.  Du  point  P^^ 
comme  centre  &  avec  le  rayon  PD^  {oitdé^ 
cric  un  cercte  qui  coupefa  Taxe  IT  aux  polotsî 
D  G ,  fi  le  point  O  n'eft  pas  confondu  aveer 
le  point  Dj  comme  on  le  fuppofe  ici,  8c  1^ 
ligne  ^  F  en  un  point  B.  Soit  enfin  dhi£ée> 
cette  même  ligne  ^F  en  deux  égsdcmtûu 
au  point  R.  On  aura  par  cette  coaflruâiom 
«P  =  ^4  C0  =  ^.  Car  à  caufe  du  dia- 
mètre AB  on  a  FBir=iAF^iiAP\9c\cmi^ 
fc  que  le  point  R  eft  le  mtlteu  de^F,  on  a 
RP^^^A^^ill^Hz  même  F  G  =* 
aCD-^zOD  &  C0=nCI).-X)O  dooa 
COttri^  Cela  pofé  par  la  propriété  des  £6^ 
cantes  extérieures  au  cercle  ^  on  a 
FA.FDt.FG.FB  donc^r^S:  :îf  :q. 
Ou  bien  Cr;eD::CO:«P. 
Et  eompo.  CT:  CT+CD  :  :  CO.CO^RPi' 
Donc  tf/«l.iCT:C0:fÇT4fÇ^;CP+fiR 

Faîfant  encore  componeniiK  - 
CT:  CT^CO  :  :  CT+CD  :  C7:4-CD+a?+fiP:. 

IToti  l'on  ^e  CT:  I O  :  :  ID  :  FF'4-  FQ . 
en  mettant  IÇ  à  la*  ptecé  d^^6Tdan*5  le^pw4 
mier  confciiucBt ,  &  Am  le  fecoact  àfrf€eèl- 
dent  ».  &  FK  au  lie»  djt.  6 Y  da«s  le*  ftcondi 
confcquent  aînftji)ei  fQ-nik  lice^  de:  CD^ 
j,ui$  faifaîw  k^.  tcduiStioas  n&eflTairc^ 


-f2  Dm   VElUffe^. 

De  fBcmc  puîfquc  1  on  a  CT:  CD  t  :C0  :  RE. 
ponç  ilyidcndo  CT:  CT-CD  :  :  CO  :  CQ-KP^ 
Et  abernando  CTiCO:  :  CT^  CD  :  CO  -  RP^ 
"Et  encore  dîyîdendo.  ^ 

CriCI--CO:iCT--CD.CT-CD^C0^RP 
ce  qui  ff  réduk  à  CTrOTjrPTrF?- fO^ 
ûD  mettant  Fft  à  la  place  de  CT^  &  FC  à 
la- place  de  CD  Son  égale»  dans  le  quatrième 
terme  de  cette  proportion*  Mats  tious  venons 
«le  trouver  ci-deflbs  CT: lÙ::iD :  FP^fa 
&  nous  avons  CT:OT::DT:FP^FO. 

Doac  CQ  multipliant  ces  deux  proportions  pat 
crdce 
.  C7':IQxOr:JDxDT:(FP+R))x(fP-FO)=i 
PO*  par  le  lemmê^  précédent  Ce  qu'd  foL  démofu 

Si  le  pûint  O  fi  çor^ond  avec  h  point  D  »  Ze- 
tercle  décrit  du  taym  F  D  touchera  taxe  au  mi^ 
me  point  D»  &  Us  lignes  FG,  FO,  F IX  feront 
égalée^  ce  qui  ne  peuê  refirninAre  Ia  démonfiration  » 
mais  fiul^ment  û  amplifier.  On  ttouverck  en  c^ 
cas  pour  la  dernière  proportion^  ensuivant  le  mêm^i 
procédé  qu^  ci  -  defus  , 
CT>:ipx  DT::lD.x  I)T:(BP  h-  iÇD)  x  ?FP—  i,^^VÏ^^ 

PROPOSITÎQN    U^ 

IJ<>t  Suppofau  toufts   chofis  comm^  dlans  h 

ÎfopôfiAon  p%éQé4%nte  ijsdjis  que  k   xt&angjji 
DxDT  eji  ^al  au.  qtfani  deÇit^,  moifii  4» 
petit  a^e.îiCM.  (Figh  3,40.         .       >  , 
Pémonst^^^^ok^ 
Pui^uç  la  propoEtipa  préc^dwtç  «ft  ^i 


lipn  ftconi.  ff 

montrée  généralement  pour  toutes;  les  ordoa* 
nées  à  Taxe  IT^  enfuppofaot  que  le  demi  ax«. 
CM  foie  une  ordonnée  au  premier ,  on  aui% 
p(ff  la  mime  fropofitîon 

CT:iexCT::IDxDT;CM' 
mtkislCxCT=CT* 

Donc  IDxDT:=:CM\  Ce  quil  falloît  dd^ 
montrer* 

♦  On  peut  démontrer  plgs  dircftcment  cette 
l^ppofition ,  «en  menant  des  foyers  à  Textré* 
tnlt&  dq  pçtlt  axe  les  droites  FM  D  M.  Ca« 
puifque  le  point  Af  eft  à  rellipfe  ,  on  4 
FM+DM  =  IT  par  U  génératUn  de  tetu 
tourbe  ;  mais  à  caufe  des  triangles  reâangles 
FCJ^  D  CM  qui  ont  les  côtés  égaux  F C 
CD  êc  le  ç6té  CM  commun,  on  a  FÂf  =5 
JPM  =  ÇT&  (^  p4Lr  la  trente  d^usçiéme  d^Eu* 
tli4e  )  dans  le  trianglç  reftangle  F  CM,  QP  9( 

FM'ouCr^CM'  +  CF% 
Ponc 

CM'=cr"-CF*=(cr+cf)x(cr-,CFj 

çu  enfin  IDjcûT, 

CoiiOLLAIKV; 

131,  Puifque  rpn  a  CM'rt^lDxDT^ 
on  aur*«u(ii.  IDzCM:  iCM.DT,  c'eft- 
è-dirç  ^uç  le  demi  petit  axe.  eft  moyen  prô- 
pprtîonel  enttô  les  diftances  jd^un  des  fpyers 
«ux  extrémit^^  du  grand  ^xç,  d'où  il  fpit  que 
û  Vqù  coni^oic  le  premier  axe,  avec  la  di (lance 
^'uû  (j[«  foycwî^fçjn  priginci  pn  pourra  troife 


^e  De  rEtBpfe. 

PQ*îAfQxQiV::Cr*:CM*::ir:|fiV, 
Çê  qu'il  fallûh  démontrer. 

Corollaire. 
135.  Si  par  un  point  p  de  réIIipfe,on  mc^î 
ne  une  droite  p  9  perpendiculaire  au  petit  axe 
ic  qui  lui  fçra  par  conféquent  ordonnée,  oa 
démontrera  comme  dan$  cette  propofition  q|iQ 
pq':MaxqN::ir:MN\ 
Maison  a auffi  PQ'zMQxQlV:  lÏT'^iM^'^ 
DoocPQ':MQxQN'::pq:Mqxq^ç''<iOi^ 
â-dire  que  les  quarrçs  des  ordonnées  au  petit; 
axe ,  font  eutr'eux  comme  les  produits  dt% 
nKcifles  coxxefpondantes  à  ces  ordoonétg;^ 

^  D  â  F  I  N  I  T  I  O  N« 

1^6.  Une  ligne  troifîémc  proponionelle  mx 
lieux  axes»  (Fig.  37.  )  ^^  appelle^  paramètre 
de  celui  qui  occupe  le  premier  tectne  de.  l\ 
proportion,  continue.  Bar  exemple  fi  ïàn  fiiie 
JT:  AtNt:  MN.TR  ,  cmc  ligne  fera  Iq 
paramètre  de  Taxe  I T  ^  de  même ,  (i  Ton  faie 
i^N;lT:.ITiMS.  La  figne  jW5  fera  h 
paramètre  du  fécond  ^e  MN. 

CotlOL£AIR9i 

^137,  Il  fuie  de  cettQ  cj^fi^îfjon  qUe  le  nei 
fangle  4'uii  axe  p^r  fon  paramètre,  eft  ig^X 
|iu  quàrré  du  fçcoi^d^  Carpujfqùo 
ITtMNi.MJ^.tR.  Hànç lTxT^^HH\ 

I^ROJPOSITION    V, 
IjS,  $qu\ne  elUj^fi  UT^^  *?«  IT  Mit 


Lhnt  ficcnl  ^f 

(fjg.  i$.)fom  Us  ax:s  F,  D,  Us  foym  POt 
Ou  ordonnée  queUonque  à  taxe  I T ,  dont  U  par 
tamtre  eft  fuppofé  égal  à  U  ligne  TR  iUvk 
ftrptndicuUiremtnt  àfon  origine^  fi  l'on  joint  la 
peints  I  R  par  la  droite  I R  &  qu  ayant  prolongé 
VO  jufquâ  ce  quelle  la  rencontre  en  G,  on  me*^ 
ne  par  ce  point  la  droite  G  L  parallèle  it  I  Tè 
Je  dis  que  Von  aura  PO'=sOTxTL,  w,  ce 
q\à  ejl  la  même  chofe ,  que  U  quatre  de  V ordonnée  efi 
égal  au  produit  de  fin  abfcljje  O  T  multipliée  par 
U  paramètre  diminui  de  la  quantité  R  L ,  quatrième 
proportionelU  à  Vaxe ,  au  paramètre  &  à  fabfciffe 
OT. 

DéMONSTRATIOK.  ♦ 

Par  la  troifiéme  propofiticn  (  num.  32.) 
PO*:IOxOT:.MiV»:IT* 
Aonc  IOxOT:PO'.:IT':MN'âc  à  caufe 
do  paramètre  TR,       1T^:MN'::IT:TR 
Sl  à  caufe^des  triangles  femb.  AT/,  GOl} 
1T:TR::I0:0G 

10:OG::IOxOT:OG^T. 
T>ûnc  10xOT:PO'::ÏOxOT:OGxOT. 
Mais  lOxOT^lOxOT,  donc  àuffi 

PO'^OGxOTi 
£t  à  caafe  du  parallélogramme  OGLT^ 
OG  =  TL,  donc  PO'::=^OTxTL.  Ce  quU 
fallait  démontrer^ 

CoAOLLAIRt      L 

139.  Il  eft  évident  à  caafe  des  triangles 
Semblables RLG,  RTlScdts paraléllcs 0 T, 


^^  ïft  f'ÊÊpfk 

et  ,  tfie  ÎT:TR:  :0T  :kL  DôtoiS 
OTxTRe=iITxRL^  ou,  cequîcft  la  mê- 
me chofe  le  reftanglc  OK  eft  égal  au  rec- 
tangle VL  i  &,  ôtant  de  ces  reftangles  égaut 
le  redanglc  commun  GLRK.  On  aura  le 
reâangle  GT  égal  au  reftangle  Gf^,  maïs 
en  vient  de  démontrer  que  ce  rcftangle  GT 
«ft  égal  au  quarré  de  l'ordonnée  PO  donc 
onauraauffi  PO'^^KxGK. 

COEOLLAIKE      IL 

140.  Il  fuit  évidemment  de  cette  propor- 
tion que  le  quarré  d'une  ordonnée  PO  tR 
toujours  moiqdre  que  le  rcdangle  de  fon  abf- 
ciffe  par  le  paramètre ,  foit  que  Ion  prenne 
rabfciffc  OT,  foit  que  Ton  prenne  10,  &  la 
diflFérence  dans  l'un  &  l'autre  cas  fera  toujours 
un  reâangle  femblable  à  celui  de  Taxe  pat 
fon  paramètre,  &  c'eft  de  ccçte  propriété  que 
lellipfe  prend  fon  nom,  qui  fignifîe  propre- 
ment f  defeSus.  Cette  différence  dans  le  premier 
cas  eft  égal  au  redangle  OR  &  au  reftangle 
IGp  dans  le  fécond. 

PROPOSITION    VL 

TnÉORÉMM. 

14»  Si  par  k  fiyer  F ,  (  fig.  5  J.  )  m  mau 
une  double  ordonnée  à  l'axe  EFe  ;  je  dis  gtcc 
€€tte  ligne  fera  égale  au  paramètre  de  taxe.    * 

Démonstration. 

lP«r  la  première  &  féconde  propofuîon ,  on  § 


Lhnre  fetoni.  7^ 

E  F\  IFx  FT:  :  CM':  Ct^.  Mais  pat 

la  jcmc  prop.  Jf  xfT ou /DxDT=CM* 

4onc  E  F':  CM"  iiCM'iCr  Se  tirant  les 

racines 

.    EF:CM-.:CM:CT^&  inyert 
CT:CM::CM:EF 
doublant  chaque  terme  de  la  proportion» 

aCT:2CM::2CM:2EF. 
i)uhicnIT:MN::MN:Ee,d'oxxil{mtévU 
dcmmcnt  que  cette  ligne  eft  égale  au  paramè- 
tre de  Taxe  ITparfa  définition  {num.  13^. } 
Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

REMARQUE. 

141.  Cette  propofitlon  riefi  vraye  dans  VéUipfo 
gue  fAT  rapport  à  Viùie ,  il  ny  a  que  fians  la  ^ 
parabole  jmcUc  eft  généralement  vraye  pour  un 
diamètre  quelconque  ,  comme  Von  peut  aifément 
s'en  convaincre  par  algèbre  ,  d'ailleurs  il  eft  aifi 
de  reconnokre  cette  vérité  fi  Von  fait  attention 
que  le  paramètre  du  feamd  axe  MN  étant  pluê 
fgrand  que  le  grand  axe  IT,  zl  ne  peut  y  avoir 
une  double  ordonnée  à  ce  petit  axe  qui  foit  égalé 
À  fon  paramètre. 

PROPOSITION     VU; 

T/r  É  O  R  £  M  s. 

m 

.  .  ï 4 3*  Tout  diamètre  comme  P  C  R  ( Fîg/  5 6.  ) 
tfl  coupé  en  deux  parties  égales  PC,  RC  ^  ptff 
le  centre  C. 

Démonsteation. 
Suppofons    d'abord   que    CP   n^eft    pas 


Ite  D»  rEttipfi. 

égale  à  CR^  en  ce  cas  elle  tae  petit  ètxê 
que  plus  petite  ou  plus  grande  que  C  Ré 
yoyons  où  cette  fuppoGtion  nous  conduirst. 
Puifque  CP  tH  plus  grand  que  GR  (fyp.^ 
]t  puis  prendre  fur  cette  ligne  une  partie 
Cp=CR.  de  ce  point  p  je  mené  aux  foyers 
les  droites  pD  pF  :  cela  pôfé  il  eft  évident 
que  les  triangles  CDp  CFR  feront  égaux 
îc  femblabics,  puisqu'ils  ont  un  angle  égal 
C,  compris  entre  côtés  égaux  ,  car  CD  =  Cf 
(miniA  114)  &  (hip.)  Cp^CR,  de  même  lei 
triangles  CDR;  CFp  feront  égaux  en  tout 
pulfqu'ils  ont  auffî  Tangle  C  égal  compris 
entre  côtés  égaux  CD  CF,  Cp  CR,  d'où 
îl  fuît  que  pD=RF  &  que  pF=RD.  Mais 
p^ifqUe  le  point  R  eft  un  des  poinlj;  de  VcU 
îipfe  oh  a  p^  la  génération  de  cette  courbe 
RF+RD=1T  donc  auffipD+/?F=iT.  donc 
pD+pF^PD-^PF.  ce  qui  eft  abfurde^ 
car  la  fomme  des  lignes  pD  pF^cÛ  évidem- 
ment plus  petite  que  celle  des  lignes  PD  PF. 
On  ne  peut  donc  pas  fnppofer  fans  abfurdité 
ipt  CP  foit  plus  grande  que  CR;  on  dé« 
montrera  de  la  même  manière  que  Ton  ne 
peut  pas  fuppofer  cette  ligne  plus  petite  que 
CR  fans  un  pareil  inconvénient,  refte  donc 
quellç  lui  foit  égale ,  puifqu'elle  ne  peut  être 
ni  plàs  petite  ni  plus  grande  fans  abfurdité* 
Ce  quil  ftdloit  démontrer. 

CoEOI.LAIBE« 

1^^  Il  fuit  de  cette  propqfîtîoa  que  le 

grand 


11m  feeotuL  «if 

l^o^lfexe  IT  e&  le  plus  grand  et  ttiùs  U$ 
diamètres.  Car  à  caufe  àts  triangles  DCP, 
TCR  égaux  &  femblables  comme  on  l'a  dé- 
montré dans  cette  propofition,  PD=FR 
mais  F€+fD  =  1T  donc  aiuffi  JFP+f  R=I  T 
mais  FP+FS >FR donc  IT>-P/?.  Ce  qui 
fe  cfômoDtcera  de  même  peur  tout  autre  di»t 
«netre. 

PRÔÏ^OSItïÔK    VI.IL.  ' 

Tb  èo  m  à  m  £% 

1 4J^.  Suppofdnt  toutes  çhùfes  comme  dans'h  pro;* 
^Jinon précédente 9  &  VoràonnéeVOà  VaxelT^ 
\  Fig.  35.  )  je  dis  ^ue  k  petit  axe  HAH  çjl  U 
j^us  petit  diamètre  pçffible. 

b  £  M  O  N  s  1*  E  A  1 1  O  K« 

A  daufe  du  triangle  redangle  COP,  on  a 
(  .par  U  i2  d'EucUde  )  CP'  =  CO'^PO\^ 
Mais  (  num.  12p.  )  on  a 
CT*:  JOxOT::IDxjDT:PO*  (^pat  U  lemme  fonda. 

Donc  CI  •:  Cr*-.CO\-  :  CT'^CD^  :POV 
Donc  P0*=(^-=^)-2K^l^;)  &  en  faî:* 
Tant  les   multiplications*  indiquées  ,  il  vient 

P  /n  »  _  CT*XCT^''COiyCT%'CT*xrD^'-^C0XCD*-     '       -^ 

-ru     es -y^j . 

Donc  ^        . 

en  fubftîtuant  rcxprefEon  de  PO!., dans  Té- 
galîré  CP*  =  CO*  +  P  0\  &  réduifaiit  CÔ^  aii 
jnême  dénominateur.  D'où  Ton  tire  en  faifant 
Icsirédaâpm  fiéceflaires  &  divifant  par  €T^ 

F 


J\ 


autant  qu^Il  eft  pofliblc 

l&m  (  mm.  130.)  Cr*--CD*ou  IDxDT^CM" 
Donc  C?-^CM*+£2^^2L>d'oùiI  fuit  évî- 
tâtrnttient  qu'un  cfemi-diatnetre  CP  fera  tou-» 
jours  plus  grand  que  le  demi -petit  tze  CM 
^ant  que  rabfcifle  CO  fera  de  quelque  valear 
&  partant  le  fécond  axe  MN  eft  le  plus  petit 
de  tpgs  les  diamètres.  Ce  qu* il  fallait  démontrer. 

COKOLLAI&E      L 

1^6.  Donc  les  deux  axes  font  les  limites 
de  t^aligmènçation  &  de  la  diminution  des 
diaînetrcsjpuifque  le  premier  eft  le  plus  grand 
'de  tous ,  par  le  cotoUaire  de  la  q^m^  &  que  le 
fécond  eft  le  plus  petit  de  tous  par  la  pré» 
fente, 

CoBOLLAtRE      IL 

'i4(Ç.  Donc  fi  Ton  décrit  un  cercle  du  point 
C  comme,  centre  avec  le  /ayon  CM  ^  ce 
cercle  fera  infcrit  à  1  ellipfc  &  la  touchera 
aux  feuls  points  ,AfA^,  puifque  tous  les  dia- 
mètres CP  différents  de  CM  feront  plus  grands  : 
Se  que  partant  les.  points  P  feront  hors  du 
tetck  ♦ 

PROPOSITION    IX. 

*  '  Ta  i  o  R  Ê  M  £. 

'148/  Si  far  le  foint  I  ( Fig,  ^6.)  origine  de 
taxe  m  eleye  une  perpendiculaire  ÎSije  dis  quelle 
ipe  rencontre^  Velti^  quaufeul  point  I,  ou^u  qmi 


liptejfieffnl  f| 

p  la  mime  chofe  qu'elle  efi  tangmi  en  ce  fmt. 

DélKONSTRATIOK. 

Si  la  ligne  droite  IS  n*eft  pas  tangente  ft 
lellipfe  au  point  J,  elle  la  rencontrera  encore 
«n  quelqu  autre  point  S,  De  ce  point  aux  foyei» 
¥  de  D  foienl   menées  les  lignes  F  S  DS 
puifque  ce  point  cft  fuppofé  appartenir  à  l'ell 

^I^^nV'WZ^  «^»*^«<«»  ''e  cette  courbe 
FS+DS^IT.  Mais  DS  étant  l'hypothénufe 
d  un  triangle  reftangte  IDS,  eft  plus  grando 
que  la  ligne  ID  &  pareiliement  FS  eft  plus 
grande  que  /F  ou  DT,  par  la  même  raifon. 
Donc  FS+DS>1D+DT=:IT,  Doù  it 
fuit  étridemment  que  le  point  S  ne  peut  ap- 
partenir a  lelhpfc.  On  démontrera  la  même 
chofe  de  tout  autre  point  ;  donc  la  ligne  IS 
perpendiculaire  à  l'extrémité  de  l'axe  JT  eft 
wngenteàla  courbe  ea  ce  feul  point.  G  au'U 
faUau  démontrer.  * 

PROPOSITION    X. 

l«.  Si  par  un  point?  (Fig.  57.  )  de  fâUpfi 
vn  meneaux  foyers  F  D,  les  droites  V?  DP  fr 
^u  ayant  pru  fur  h  prolongement  de  FP  U  ûgna 
i^f^^FD,  par  le  point  A  ainjt  déterminé  i4i 
mené  U  droue  A  D  ,  &  qu'enfin  par  le  miuJu  È 
ée  cette  Ugne,  ô-  le  point  P,  on  tire  h  droite  Vf 
je£sque  cette  Ugnefera  tangente  au  feul  point  f, 

D  i  M  O  N  s  T  R  A  T  l  O  M. 

Pour  déajouv»  que  ^  jltoit»  P  r.éft  hift. 

Fij 


gentc  au  ftul  point  P,  il  fuffira  de  filîre  Volt 
que  tout  point  fcommcp  différent  du  point P» 
ne  peut  être  à  rellipfe.  De  ce  point  p  pris  à 
difcrétion  fur  la  ligne  PE  foient  menées  aux 
points  A  D  F^  les  droites  pAj  pD  ypF.  Puis- 
que Ton  a  (  par  tonftruSlon  ),  AP^PD  & 
I)£=y4£,  la  droite  P£  eft  perpendiculaire 
fur  le  milieu  de  AD ^  9c  pafle  pair  tous  les 
points  également  éloignés  deSi  extrémités 
i4  D  de  la  ligne  AD^  doncpA=pD:  mais 
pA'^pF>FA.  Donc  auffi  pF+pD>FA 
qui  eft  égale  à  IT  par  conftruBion.  Donc  le 
point  p  ne  peut  être  à  rellipfe.  Donc  la  droi- 
te P  £  eft  tangente  au  feul  point  P  ^  coaimé 
en  Va  propofi. 

PROPOSItlON    XL 

tjô.  Par  un  point  P  donné  fur  uht  eWpfe 
IPT  l'on  ne  peut  mener  qu'une  tangente  PÉ, 
<Fig.3Ô.) 

DéHONSfKATIOK. 

Suppofons  d'abord  que  du  point  P  dans 
1- angle  DPf»  on  puifle  mener  une  tangente 
Pft  différente  de  la  tangente  PE.  Du  foyer 
2)  fabaiffe  fur  cette  ligne  la  perpendiculaire 
*Dgtf ,  du  point  F  comme  centre  avec  le  rayoa 
'A  Fou  ITj  je  décris  un  arc  de  cercle  qui  coupe 
*Ia  droite  Dg  a  au  point  a  y  je  ttiene  la  droite  Fa 
qui  rencontre  Tellipfe  au  point /^,  &la  droite 
jiP  dufroint  a  au  point  P.  Enfin  par  le  oufica 


lÀvre  ftcùfiL  W? 

t  Je  la  Jroîce  ^D  Se,  h  point  pi  je  tire  la 
droite  tp  qui  fera  évidemment  tangente  au 
point  p ,  par  la  propofîtion  précédente.  Cet-* 
te  conftruftibn  fuppoféc  &  bien   conçue  »  il 
eft  aifé  de  démontrer  que  la  ligne  P  A  ne  peut 
être  tangente  au  point  P.  Car  puifquc  ta  li- 
gne pe  efl  tangente  en  p,  elle  eft  perpeijdicu^* 
kire  k  Ddi  donc  Fgh  lui  eft  parallèle»  puif? 
que  cette   ligne   eft  par  tonfiruSlion  ^  perpen- 
diculaire à  la  même  Da.   Donc   elle    fersi 
partout  également  éloignée  de  cette  tangencd 
de  la  diftance  tg*  Refteà  démontrer  que  cette 
diftance  eft  toute  entière  du  côté  de  Taxe  IT^ 
ou  9  ce  qui  eft  U  même  chofe ,  entre  la  tan^ 
gentc  pe  &  le  même  axe.  A  caufe  du  trian* 
gte  F¥ay  onaFP+Ptf>Ftf,  Mais  Fa=F4 
donc  FP+P  a>Fi4  &  étant  de  chaque  membre 
la  quantité  commune  FP  ;  on  aura  Pa'^P  Ai 
4onc  P^>PI>  puifqile  P^=PjD  ,  c'eft-à-r 
dire  que  le  triangle  X>Pâ.n^eft  pas  ifocéle> 
donc  U  perpendiculaire  abai/Tée  de  Tanglè  P. 
fur  la  hafe  ^Djldt  divife  en  deux  fiegments 
inégaux,  Ôc  le  plus  grand  fegment  Ag  répond 
9u  plus  grand  côté  4P  <fc  le  plus  petit  Dg 
xépondau  plus  petit  côté  PP.  Donc  la  dii^ 
tance  eg  fç  uouve  du  côté  de  rellipfe  pas 
rapport  à  h  tangente  p4»  A  partant  là  droite 
Ph  n'eft  pas  tangente  en  P  comme  on  ravoii 
iuppofé^  puirqp'elle  coupe  rellipfe.  Tipop  pa» 
le  point  P  l'on   ne  peut  mener  qu'une  feulft 
Ungcntc  P  £«    Ce  fu'll  faMt  démonêrer^ 


$4  Vt  tEttpfe. 

REMARQUE. 

On  a  cru  devoir  tourner  ceue  démon/lratton 
mnjî  que  toutes  Us  autres  fur  les  tangentes  un  peiè 
différemment  de  ce  quelles  font  dans  M.  delà  Hire» 
afin  de  leur  donner  la  dernière  certitude  »  &  ^e  ne 
rien  laijfer  à  défirer  fur  cet  article. 

On  va  voir  dans  les  deux  prohlimes  fuîyants^ 
Vufage  que  Von  fait  de  ces  propofitions  pour  menet 
des  tangentes  à  VeVipfey  lorfque  ton  en  connok 
taxe  fr  les  foyers. 

PROPOSITION    XIL 

PROBLÊME. 

*IJI-  Une  ellipfe  l? T,  [on  axe  IT,  Us  fiy en 
F  D ,  Sr  un  point  P  fur  cette  courbe  étant  donnés  « 
mener  une  tangtnte  à  ce  point.  (  Fîg.  37.  ) 
Solution. 

•  Do  point  P  donné ,  je  mené  aux  foyers  F  D 
les  droites  FF  PD:  fur  k  prolongement  de 
la  ligne  AP^yt  prens  une  partie  AF^PD. 
Ayant  joint  les  peints  A  D ,  par  h  ligne  A  D , 
par  le  point  £  milieu  de  cette  ligne  &  le 
point  P  donné  1  je  mené  la  ligne  PE  qui  fera 
tangente  enP  puifqu'il  n'y  a  Air  cette  ligne 
que  le  feu!  point  P  qui  puiâe  appartenir  à 
rellîpfé  catnme.il  c&  fuffifamment  démontré 
par  les  propofitioûs  précédentes» 

iPROPOSltlON    XlIIr 

PROBLÈME    II 

:i;a.  Une  tUipfe  IPT  fin  axe  IT  Usfycn 


Ûpre  fkcùni.  t'f 

ÎF  D ,  &  a^r  point  G  (  Fiç.  37.  )  fur  le  minieplan 
que  la  courbe  étant  donnée  mener  une  tangente  jitf 
pajfe  par  ce  point. 

SoLUTIo»*  ^ 

Du  foyer  D  au  poiot  Q  fcit  tpoocc  la  ligne 
GD.  Du  point  G  cpmm^  centrç  avec  oçtte 
même  ligne  G  D  comme  rayon ,  foît  dcçrîc  ui> 
arc  de  cercle  vers  A.  Enfliite  du  point  Fcom-^ 
me  centre  avec  le  rayon  IT  foît  décrit  un  au* 
tre  arc  de  cercle  qui  coupe  le  premier  au  poînf 
fixe  A.  Soient  de  plus  joints  les  points^  Se  D 
par  la  ligne  -^D:  enfin  par  le  point  J?  mU 
lieu  de  cette  ligne  &  le  point  G  donné ,  foit 
tirée  la  Ugnc  droite  GPE  qui  fera  tangente 
au  point  r ,  où  la  ligne  A  F  coupe  reUipfe^ 

Pémokstratiqv» 

A  cîiufc  du  cercle  dont  le  point  G  eft  Î6 
centre,  on  a  GA-sizODf  de  plus  on  a  divî-^ 
fé  la  droite  ^D  en  deux  également  en  £^ 
donc  la  ligne  GPB  t&  perpendicirfaire  fur 
>e  nuQeii  ç(e  AD.  Doqc  elle  paflb  pat  tous  les 
points  également  éloignés  (fç  fe&  extrémités 
A  D»  donc  elle  pafTe  auffi  par  le  point  P  oxà 
h  ligne  A  F  coupe  l'elHpfe  ;  puifque  ce  point 
cft  toi  9«ie  Ion  a  PA=PD.  Enfin  il  eft  évi- 
dent que  tout  aupi?  fçnm,  comme  p  diâëreat 
du  point  P  n^fH  point  à  reUipfct  car  ayant 
mçnié  let  droites  p4f  ?Pi  pP  îiux.  points  A,^ 
D\  F,  à  caufe  d»  çriwgle  FpA%  on  a 
Fp+pA>FA.  Donc  auffi  Fp+pD>FA 

Fi? 


qm  eH  égal  kIT.  D'où  il  fuit  que  I»  ligne 
CE  eil  tangente  au  fcul  point  P»  d'ailleurs 
elle  paflc  par  le  point  donné  G ,  par  con^ruc^ 
iion  ^  donc  elle  cemjplit  toutQ$  le$  condiûoQS 
(du  problème. 

R  E  M  AR  QUE. 

Qn  voit  aifimtnt  qiitnfuivant  Ia  mime  conflrue^ 
tion  y  de  Vautre  eôté  du  point  G  «  on,  trouvera  unet 
4Utre  tar^ente  GRh»  dont  on  déterminera  le  point, 
de  contii^ence  ^j  comme  on  /i  fait  le  point  P9, 
&  tant  que  le  point  G  ne  fera  pa,s  fur  Vellipfe^ 
en  trouvera  toujours  dei^x  tangentes  qui  pajferoru 
far  ce  point.  Si  le  point,  G  dtoit,  au-dedans  de  Vel^ 
Upfe^  le  cercle  décrit  du  rayon  GQ  n^'  pourron 
touper  U  cercle  décrit  du  rayon  IT.  Ce  qui  doit 
arriver  nécejfairement ,  puifque  dans  ce  cas  %  ligne 
qui  pajferoit' par  ce  point- ^  ne  peut  être  tangente^ 
£n  un  mot  cette  folution  efi  générale  &  Von  pour- 
ra toujours  par  fou  moyen^  avec  la  connoijfance  dt^ 
foyers  réfoudre  tous  Us  problim^s  oà  il  nt  s(^ir^ 
q/ie  de  nuner  des  tangentes  à  VeUipfi^  * 

PROPOSITION     XIV; 

T H  éO  H  s  M  Jfé 

1J5.  Suppofant  les^  mimés  cho/es  que  dans  kt 
proportions  précédentes  y  je  dis  que  Us  angUs  FPp 
b P  E  (  Fig-  3 7^  )  formés  du  mime  côté  de  Utaw- 
gente  avec  cette  mime  tangente  ^  par  Us  lignes  tJf 
D  P  mentes  du  point  de  contingence  P  aux  f^m 
P  T^font  égaux  ent/eux. 


r 


lAvrt  fteauL  t  # 

f       D]&MONSTBATIOK. 

Puîfquc  l'angle  DP  A  du  triangle  îfocéle 
pPAcR  coupé  en  deux  également  par  la  U« 
Çnc  P£  menée  du  point  P  perpcndiculairer 
ment  à  la  bafç  AD,  on  aura  l'anglç  DPE^ 
égal  à  ranglc  ^P£,  mais  APE^FPp  qui 
lui  eft  oppofé  au  foiumet,  donc  DPE^FPf^ 
€e  ja'îi  falloit  démontrer. 

CoKOLtiAI&X.      I< 

1 J4.  Si  Ton  ajoûtç  à  cçç  angles  égaux  fP^ 
PPJ?,  Tangle  commun  FPD,  on  aura  éri- 
jlcmmcn;  l'angle  fP£  égal  à  Tanglc  DPp^ 

CoilO{,I.A{]lB      IL 

lyy.  *  Il  fuit  de  cette  propofitlon  que  fi 

S^  l'up  des  foyers  comme  F»  on  place  un  point 

iumineux  dont  les  rayons  puiiTent  s'étendre  de 

toutes  parts  à  la  circonférence  de  l'ellipfe,  quo 

l'on  fuppofe  capable  de  refléchir  les  rayons, 

ils  y  feront  efFeftivenient  réfléchis  de  manic- 

f  e  que  la  ligne  dç  réflexion  paflqa  par  l'autre 

foyer  D  ;  Se  réciproquement  Içs  rayons  partis 

du  foyer  D  ét^nt  refléchis  à  la  rencontre  de  Tel- 

lipfç  pa/Tcront  pat  Fautrç  foyer  f.  Car  on  peut 

toujoifrs  imaginer  qu^un  rayon  quelconque,  PD, 

par  exemple,  va  choquer  l'ellipfeau  point  P» 

comme  il  clioqueroit  le  plan  reprélenté  par 

la  tangente  P£  en  ce  point,  de  partant  il 

doit  fe  refléchir  au  foyer  D  Clivant  les  loix 

des  corps  à  reflbrÇit 

i 
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POPOSITION    XV; 

*  I J  5*  Suppcfant  toujours  U  mime  chofe  yiftp  danâ 
la  proportion  précédente ^  fi  îon  divije  l'angleUPP 
fn  deux  égdlemjent  par  la  ligne  P  R ,  /e  (Jû  ^ue  cetr 
te  ligne  fera  perpendiculaire  4  la  tangente  e/j  Pf 
&  que  Von  aura  FR:RD::FP:PD.  (Fig.  39  i 

DéMONSTRATiaK. 

I®  Puîfque  Tanglc  DPF  ^  été  dîvîfé  co 
'deux  également  par  la  ligne  PR ,  on  a  Tan- 
|lc  DPR=::RPF.  Maïs  RPF^NPA  cjuî 
IHÎ  eft  oppofé  au  fommet.  Donc  D  PJ? = NP.  A 
&  ajoutant  à  ces  angles  égaux  les  angles  ^P£  i 
2)P£  oui  £bnc  é^aux  4  Q^^ufc  4u  tmnglç  .ift>: 
célc  DP  A  9  on  aufa  Içgalité. 
JJP^+iVP^  ou  EPN=DPE+DPR  ou  EPK  » 
d'où  il  fuit  que  la  ligne  PR  ^&,  pcrpendicu*- 
laire  à  la  tîui^nte  P£,  puisque  cette  tangçnt^ 
fait  avec  elle  deux  angles  égaux  4c  fuke  NPE^ 
EPR.  Ce  quHfalloit  1^  démontrer. 

2^  Puîfgpç  la  ligne  P  K  *  la  ligne  EDfont 
chacunes  perpendiculaires  à  la  tangente  EP, 
elles  font  parallèles  cnu'elles,  donc  les  tjrian^ 
gles  FPR,  FAX)  font  femblablcs,  Donp 
f/î:/?P;;FÇ:P^  =  PA  Ce  JK  i^olWt  aî 
.démontrer. 

CoBOttAlBB      L 

1J7.  Puîfque  Ton  aFR:RD::FP:PP. 
Donc  componendo  FR+RD  :FR  :  :  FP+PD  :  FF. 


Xîvre  fecomi.  ff 

bo  inrédutfant  FD:FR::IT:FP.  On  voit 
pir  là  comment  il  faudroit  s'y  prendre  pour 
mener  une  perpendiculaire  à  rellipfe  d'un  point 
R  donné  fur  l'axe.  Il  n'y  auroit  qu'à  faire  cet* 
te  proportion  FD  :FR::1T:FP  ;  du  point  F 
comme  centre ,  avec  un  rayon  égal  à  cette 
quatrième  proportionelle  FP,  décrire  une  partie 
de  cercle  qui  coupe  l'ellipif  en  P  »  &  l'on  auroit 
le  point  demandé,  où  la  ligne  R  P  fera  perpen- 
diculaire à  la  tangente  P£,  &  par  con£equeot 
à  la  courbe. 

Car  puifqué  l'on  a  fait  FDrFlî::  JTrFF. 
Donc  diyidendôFD-FRiFRr.lT^FP:  F  P^ 
8c  réàuijMt  RD.FR.iPD.FP.  Donc  l'an-;  . 
jglç  FP  D  eft  divifé  en  deux  également  puif-^ 
que  les  fegments  de  la  bafe  du  triangle  FP  Q 
font.proportionels  aux  côtés  FD  DP. 

COÂOLI.AlJtS      IL 

I  j8..  Donc  les  perpendiculaires  à  IcWîpfel 
Icront  toutes  renfermées  dans  la  partie  FD 
de  Taxe ,  puifmie  il  près  que  I'ga  puifle  ima-. 
gincr  le  point  P  du  point  T,  la  ligne  PR  per- 
pendiculaire à  la  tangente  fera  toujours  coj»- 
ptife  dans  l'angle  FPD  qu'elle  divife  en  deux 
également.  D'où  il  fuit  que  d'un  point  6  pris 
fur  Taxe  entre  D  Se  T,  auctme  Ugoe  différent 
te  de  cet  axe  ne  peut  être  perpeadîcuUûre  à 
la  couijbe* 

RE  MARQUE. 
Si  le  point  R  était  placé  fur  Vaxt^  de  manUn 
fut  le  cercle  décrit  du  centre  F  avec  la  ligne  F  P 
quatrième propmiQndie  aux  drouts  FD  FR  IT  j 
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ne  fût  pas  couper  Vdlipfi  en  quelque  points  Pv  *il 
conclurou  que  le  pf/»bléme  ftroh  împofftbk,  Q/k 
verra  dans  la  fuite  la  limite  pricife  des  points  R 
f^j  donnent  la  foluiioM  compUttê  du  prohltme. 

PROPOSlTIOI^     XYI* 

I  Jp,  Sî  par  un  pqm  P  de  t^etlîpji  on  mené  uw 

droite  PQ ,  (  Fig.  59.  ). parallèle  à  Vaxe^fur  laquel^ 
-  le  on  prenne  une  partie  P  Q  =5  P  F  ;  &  jwe  if^  poini 

Q  aînjî  déterminé,  &  dii  point  F  or^  mené  à  la  droH^ 
•F  R  prolongée  autant  qu  il  fera,  nécejpiir^ ,  f^s  droite 
^perpendieulaires  NQ  FM,  je  dis  que  ton  auxa 
'NQ:FM::IT:FD,  ou,  ce  qini  ffi  U  mém^ 
^ehofe,  que  ces  perpendiculaires  feront  toujours  tfUpeU 

hs  ,  dans  le  raifort  contant  de,  Vaxe  à  la  dijlancfi 

desfojei'f, 

Démonstrati  o  ir. 

Les  trîangfes  reftangles  PQI^^  RPO  foxif 

évidemment  fcmblables,  ça?  9,  caufe  d.cs  par 

ralléles    P  Q  FD    qui    fpnt  cQupécs  par   I9 

'droite  MN,  on  a  Tangle  QPN=ORP- 

Donc  on  aura 

QA^:PQ:;FQ:RP,&àcaufe  des 
triangles  rea;angles  femWables  R,PQ,  (i FM» 

PO:RP::FM:RF. 
Done  QN:PQ::FM:RF,  altcrn^cit  * 
mettant  FF  à  la  place  de  P  Q  (on  égale ,  or  ^ 
QN :  FM  :  :FP  :  fi?  &  à  eaufè  des  triangles  fcmU 
FPR.FAD,  FP:FR::FA:Fa, 
Ponc  QN  :  FM  ;  :  F4  ou  iX;  FD ,  Ce  quil  faUoii 
^qmoniiçfn 


Livre  fmnié  J)J 

REMARQUÉ. 

tSo*  On  fçaic  par  expérience  qu'un  rayon 
de  lumière  (Fîg,  40*  )  venant  à  tomber  obli-* 
quement  d'un  milieu  plus  rare  dans  un  milieu 
plus  denfe  qu'il  peut  pénétrer,  comme  de  l'aii^ 
îur  la  furface  polie  d'un  morceau  de  glace  » 
au  lieu  de  fuivre  fa  première  diredion  Pr  en 
le  traversant  I  s'en  écarte  pour  fuivre  une  ligne 
droite  P  F  dans  le  même  plan  que  la  droite 
PQ, qui  s'approche  de  la  droite  Al A^  élevée 
perpendiculairement  au  point  P  ou  il  a  ren-^ 
contré  le  milieu. 

On  fçait  de  plus  encore  par  expérience  que 
la  droite  QN  fînus  de  l'angle  d'incidence 
QPNj  cft  toujours  dans  un  rapport  confiant 
avec  la  droite  FM  fînus  de  l'angle  de  réfrac- 
tion FPM  pour  même  milieu  en  fuppofant 
le  iînus  total  PQ  =  PF. 

^i  donc  on  décrit  une  ellipfe  telle,  que  les 
droites  IT  FD ,  ayent  entr'cllcs  le  m'cme  rap- 
port confiant,  qu'ont  entr'eux  les  fînus  deâ 
angles  d'incidence  Se  de  réfraâion,  ce  qu'on 
aura  reconnu  par  expérience.  Si  du  foyer  F^ 
comme  centre  avec  un  rayon  quelconque  FO  ^ 
on  décrit  un  arc  de  cercle  qui  coupe  la  cour« 
be  dans  un  point  S,  pour  former  enfuite  un 
fçlide  de  verre  ou  de  glace, égal  Sc  femblable 
à  celui  qui  réfulteroit  de  la  révolution. de  la 
figure  OgSPT  autour  de  l'axe  IT  ;  on  aura 
un  corps  dont  voici  la  propriété.        ^ 

Tout  rayon  comme  PQ  qui  venant  parallé^ 
kment  à  l'axe  IT  rencontrera  la  furface  coa* 


^4*  ^«  tËttip^è; 

Vexe  de  ce  corps ,  au  lieu  de  fume  fa  prë^ 
mîere  direfllion  Pr  s'en  écartera  pour  s'appro* 
cher  de  la  droite  PR^  de  manière  que  fa  nou^^ 
velle  direâion  paiTera  par  le  foyer  F.  Car  le 
rayon  rencontre  la  furface  convexe  de  ce  corpir 
de  la  même  manière  qu'il  rencootreroit  un 
plan  repréfenté  par  la  tangente  PE.  L'angle 
NPQ  cR  donc  l'angle  d'incidence,  &  fan- 
gle  FPM  tfk  celui  de  réfraftion,  puifque  lc« 
droites  A^  Q  FM,  qui  en  font  les  finus ,  a  cau- 
ie  de  PQ  =  PF^  font  entr'elles  comme  IT 
à  FD  que  l'on  a  fait  (psr  conftruc.  )  égal  au  rap* 
port  des  finus  dt$  angles  d'incidence  Se  de  ré^ 
fraâion  d'un  rayon  qui  paffi;  de  l'air  dans  le  ver^». 
rc.  Enfin  à  caufe  du  cercle  OgS ,  le  rayon  Pg  F  eft 
perpendiculaire  à  la  furface  convexe  de  k  par**, 
tie  fphérique  décrite  par  l'arc  OS,  puifque  le 
rayon  tend  au  centre  F  de  la  même  fphére  » 
donc  il  fortira  du  verre  fans  fouffrir  aucune 
réfraôion  >  parce  qu'un  corps  qui  pénètre  un 
mîl^a  par  une  ligne  perpendiculaire  à  fa  fur« 
face ,  ne  peut  s'éloigner  de  cette  même  per- 
pendiculaire. Donc  le  rayon  SP  ayant  Une  foi^ 
pris  la  direâion  PFne  pourra   s'en  écarter, 
&  partant  arrivera  au  point  F.  On  démontre- 
ra la  même  chofe  de  tout  autre  rayon  différent 
et  PÇl^  pourvu  qtfil  vienne  fuivant  une  li- 
gne parafléle  à  l'aire.  Si  l'on  veut  avoir  un 
plus  grand  détail  àts  propriétés  de  ce  corps 
par  rapport  à  la  dioptrique,  on  peut  voir  Tu^ 
fage  que  M.  Defcartcs  feit  de  cette  propriété 
dans  ion  Livre  de  Dloptri^ue,  0:  Texcellent 


Lïffft  feedni.  j)f 

TraiCé<!es  Courbes  de  M.  Delà  Chapelle.  ^, 

PROPOSITION    XVIL 

16 1  Suppofant  toutis  thfifis  comme  dam 
la  14^^^  prapofitidn  (  fig.  41  ).  Si  l*èn  prolor^e 
la  tangente  V^^ju/quà  ce  queÛe  rencontre  Vaxt 
I T  de  VeUipJe  en  un  point  H ,  je  dis  que  Von  au^ 
TA  cette  proportion  continue  CO  :  CT  :  :  CT  :  CH , 
€*e/i-à-dire  que  toute  ligne  comprife  entre  le  centre 
de  Veliipfe  (r  là  rencontre  de  Vaxe  par  une  tan^ 
gente  FHefi  troifiéme  proportionelle  à  l'abfcijfe  cor* 
refpondante  à  V ordonnée  PO ,  &  «m  demi axe^ 

DEMONSTRATION. 

Par  le  foyer  F,  le  centre  C  &  le  point  H 
tiif,  la  tangente  PH  rencontre  Taxe  IT,  foient 
menées  les  droites  FLjCR^HK  parallèles  à 
la  ligne  AD.  Il  eft  vifible  que  la  droite  F^ 
fêta  divifée  en  deux  également  au  point  R^ 
puifqae  la  ligne  FD  Vcû  en  C  Cela  fôfé  ^ 
ks  triangles  femblabics  FPi  APE^  FLtt 
DEHy  FKH  FAD,  nous  donneœ 
FP:AP::FL:AE^DE. 

FL:DE::tH:DH. 

FH:DH::FK:AK. 
Donc   FP:AP::FK:AK.    Et   dipidendê 

FP^AP:AP::FK-AK:AK. 
Mais  à  cftife  du  certrle  AD  G  AP::^PSi 
donc  FP^AP=FP'-^PB:^FB±^!iRP, 
comme  il  a  %té  démontré  au  commeocetnent 
de  la  lere.pfopoiidon  (num.  129  )•  De  tù&taê 
BK-^AK^AF^IT.  Donc  en  fubftituant 
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ces  l^aleurs  âins  la  dernière  propoitîoil  6h  auri 

stRP:j4P::lT:AK,Sc  prenant  la  moitié 

des  antécédents  RP:AP::CT:AK  &  comp<h 

nendo  RP.RP+AP::Cr:CT+AK, 

Mais   RP  +  AP=RA=CT 

&       ÇT+AK=:AR  +  AK^KR 

puifque  Cr=AR.  Donc  RP.CT.iCTîKRi 

Donc  Cr»=RPxKiî. 

Préfentement  à  caufe  du  cercle  AGD  8e 
des  fécantes  intérieures  F^  FU,  on  a,  com* 
me  dans  la  i«e  prop.  FDtFA::  FB:  FG, 
Mais  CD^l^,AR^^-^,8c  l'on  démon* 
trera  comme  au  namero  laÎT  que  RPs=i-f.  g^ 
que  CO=U  ;  donc  CD:^/Î::RP:CÔ, 
&  à  caufe  des  parallèles  CRKH, 

CD:AR::CH:KR, 
Donc  puifque  les  deux  i«res  raifons  font  égaler. 
RP iCO:: CH: KR.  Donc  COxCH=RPxKR, 
&  nous  venons  de  trouver  ci-deflus 
.  CT*  =  RPxKR, 

Donc  CT»  =  COxCH,  d'où  l'on  tire  tous 
de  fuite  COtCT:  :  CT:  CH  ;  Ce  ju'il  /aZWï 
démontrer, 

COROLLAIKK      I,       . 

• 

162.  Il  fuit  de  cette  propoGtîon  que  l'on 
aura  auffi  lOrOT;:  JH; HT;  car  puifque 
CO  :CT::CT:CH  ;  on  aura  componendo 
CO:CO  +  CT:.CT:  CT-^  C  H,&  divtdenia 

CO:CT^CO::CT:CH-.CT, 
Donc  puifque  les  deux  propbrdons  ont  les 
mêmes  antécédents  ,  les  conféquents    feront 

aufli. 


'Livré  JecAiL  py 

^««ffi'eh  proportion  de  donnefont 
€Trt-CO:CT-GO::Cfl+CT:CJ)-Cr- 
Ouréiuifant  ScaUtrmnt  IQilH.iOTiHT. 
Ce  qui  montre  que  la  ligne  IH  eft  coupée  en 
proporaoa  harmonique  aux  points  O  T. 

^  Uy  a  propârdon  harmonique  entre  trois  grah^ 
"étwrt^  hrfyuê  la  plm  fetke  eft  à  la  plus  grande  ; 
xommt  t excès  de  la  moyenne  fur  la  plus  petite ,  ejl 
*à  V excès  'de  4a  plus  grande  fur  U  moyenne  :  par 
actmple^ces  trois  nombres  ^  3  4  6  ^  font  en  propor-- 
Yion  harmonique  ^carona^xSii  4-^3  :  5*^4:;  1 :  2* 
^Utn  cette  définition ,  il  eft  àifé  de  voir  qaè  les  tfoi% 
grandeurs  VO  IT  IH  font' en  proportion  har^ 
monififc ,  puijque  Vitn  a  par  k  préfent  corollaire 
10:IH:<0T:HT.  Mail  OT=.IT-IO,  •&• 
HT  =  IH-IT.  Donc  an  aura  10  AHiilT 
w^OrlH — ÏT,  <e  qui  fuffit  pour  en  concUtré 
jg^jt  0€s  trou  Ugaies  font  en  proportion  harmoniqHu 

C0ROLX.AIES    IL 

.  t6i.  Pmfque  ï'on  a  CÙ:Ct::tf:CÎI^ 
t>nauràCH=-^'  ;  doncO  H  du  €  H- GO^ 

te:  jp  -CO =^-Ii.-^eii  réduifant  COà  la  mê. 
Vnc  dénomination.  D'où  ion  tire  CO:CO-|- 
GT::J::T-CO:OH.PuirqiitCT*~CO-ta 

<cr+cO)x(CT-co). 

DiViKITIOK: 


I  '6^  La  ligne  Cti  comprife  entré  le  ceA^ 
trè  C ,  âc  la  rencontre  de  1  axe  IT,' par  une  tan^ 
gente  PH  eft  àppellée  you-rangenfi,  &  Ton  tt 
fth  d<»propnéçés  de  cette  ligne»  pour  meiîec 


pS  IhVEUipfe. 

une  tangente  à  rellipfc  par  un  point  iontiii 
foie  ^u'îl  fe  trouve  fur  la  courbe  »  foit  qu'on 
le  donne  fur  le  prolongement  de  Taxe ,  conrl- 
:  fne  on  le  va  voir  dans  les  deux  problèmes  Ali* 
vancs,  <)ue  Ton  ne  met  ici» que  pourmontrfcr 
iuiâge  de  cette  propofîtion. 

PROPOSITION     XVIII. 

P  RO  BL  É  M  E    III^ 

î€$»  Un  point  P  étant  donné  fitr  teUip/e  (  Fîg. 
*^2  ),  mtmr  une  tangmtt  P  tî  4  ce  point! 

Solution. 

Du  point  P  donné, foit  abaiflTée l'ordonnée 
PO  à  Taxe  IT:  puis  faîtes  cette  proportion 
COzCTi.CTtCHs  Par  le  point  P  Se  le 
point  H  ainû  déterminé ,  meûtt  ia  droite  Pff 
•  qui  fera  tangente  en  PjcocBfte  il  eftévidciiic 
fur  la  prop$fition^  préi^édentc. .  . 

JPHOPOSITION     XIX, 

PROBLÈME     IF. 

i66»  Un  point  H  étant  donné  fur  le  proton^ 
9tmtnt  de  l'axe  I  T,  mener  par  ce  point  une  drcite 
H^  jtfî  allît  toucher  VeWpfe  dans  un  point  P.^ 

SOLVTIOJV 

Faites  la  proportion  continye  CHiCT:: 

'  CT:  ÇO,  au  point  0  ainfî  déterminé  ^evcz 

'  rordonnée  P  O  à  Taxe  /T,  &  enfin  joignez  le 

point  P  de  Tellipfe  Se  le  point  clonné  H^  pac 

{a  ligae  F^^^ui  fera  la  tangente  demandée. 


Ltyrt  JieonJt.  ^  ' 

tôïnme  il  eft  fuffifament  détnoQtté  pur  la  dix^ 
Jtptiéme. 

PROPOSITION     XX. 

Th  MO  R  S  M  S^ 

1 67.  Supfofant  tntcrt  touta  chofis  voniïfK  iani 
tti  propojiti&ns  préciitnus  (  Fig,  ^i)^fi  l'on  mené 
^u  point  P  V&rdonné€?Q  au  petit  axe  M  N  ,  Grji 
l'en  prktmgt  la  tangente  PH  jufquÀ  ûe  guelle 
rencontre  -  k  mtme  petk  axe  tn  K,  je  ils  i^ue  ton 
^tnra  la  proportion  continue 

CQ:CM;;GM:CK. 

DiMONST&AXIOKw 

A  caufe  du  parallélogf amure  CQPO,  oti 
a  CO^PQ  i9c  comme  la  ligne  iMA^eft 
coupée  en  deux  panies  t£gales  en  C|  ^  ea  - 
deux  patties  inégaks  enQoa  zwî^jparUk^h^ 
mé  fondamental  ,  A4QxQA^«CiW*~CQ%/ 
Cela  pofé  paifquei  par  Ul    lyca^e  propofition^ 
CO  :  CT:  iCT:  CH on  aura  tO  :  Cfl;:  CQ'iCT 
de  par  h  4/^PQ'ou  00':Cr:tCM*~CQ*:CAÏ» 
donc  O0îGH::CM*-CQ*:CA4',  &  à  caufe 
dès  triangles  femblables  C  JCH  QKP  $ 
PC   ou   <2J0:CH:MKxCK. 

DoDij     -  <2K:C#::tGAf u^c^rCM; 

l^on^ixtré^ndà 

£t  nfAii/i«  CQ:CK:;CQ':CU\    i 
Donc   CQxCAi*=(îftxCQ\  &   divîfanft 
chaque  membre  p^tCQi  CM'^CKxCQ^ 
d>uroa  tite  CQiGAii^ÇM.ClCaftfU 
falloit  dimomeù  V 


/ 
f 


;iQ9  Df  tEVùpfii 

CôKOLLAIRC: 

1^8. Puifque CQ:CM::CM: CK. Donc  on 
aura  compon.  CQ  :  CQ+CM  ::CM:  CM+CK , 
&  dividcndo.  CQ  :  CM-^CQ  :  :  CM  :  CK-CM 
Donc  puifque  les  antécédents  de  ces  propor- 
tions font  les  mêmes,  les  conféquents  feront 
au(n  en  proportion ,   ce  qui  donne 
CQ  +  CM:CM--CQ::CK+CM:CK'^CM. 
IiréSiifantNQ      iMQiiNK     :  KM. 
Et  Mlternant  NQ     :NK  :  :  MQ     :  K  M.  , 
D'où  il  fuît  que  la  Ugnc  NK  eft  divifée  auflî 
en  proportion  harmonique  aux  points  Q  Af , 
puifque  la  plus  petite  ligne  NQ^cQ,  à  la 
plus  grande  NKp  comme  l'excès  MQ  de  la 
moyepne  fur  la  plus  petite,  cft  à  Fexcès  K  M 
de  la  plgs  grande  fur  ta  moyene. 

.  Cette  proportion  ferc  aux  mêmes  ufages 
j}\je  la  dix-feptiéme. 

DéiFiiriïioK. 

*  i^p.  Si  d'un  point  P  de  l'ellipic  (Fîg. 
{|2  ),  on  mené  une  ordonnée  PO  k  l'axe  ITi 
&  par  le  même  point,  une  perpendiculaire  PR 
à  la  tangente  P  H,  termina  à  l'axe  en  K ,  la 
partie  OK  du  même  sjxe  comprife  entre  Tor- 
donnée  PO  &  le  point  A,  eft  appellée  /m* 
gtrftniicidavrt  ou  fou-normak. 

PROPOSITION    XXL 

Th  àoMàus. 

>Jp.  Suppofm  Ui  mtma  chofis  (Fig.  ^i); 


r 


XfVre  ftcmL  loi! 

qut  dans  ta  définition  précédente ,  je  dh^ue  tabfclffe 
C  O  ^la  fou-normale  O  R  »  font  toigoun  entr  elles 
dans  un  rapport  confiant  qui  eft  celui  de  CT*  à  CM*» 
M,  ce  qui  revient  au  Tnime^que  Von  aura  toujours 
cette  proportion  pour  une.  abfcîffe  queUonqut  CQ 
&  la Jou^normale  correfpondante  OR^ 

CO:OR::CT:Cîd' 

• 

DÉtfOMST&ATIOK«^ 

Puîfque  le  triangle  rcftangleRPH,  cftdhf 
Tifé  par  rordonnée  PQ  perpendiculaire  à  Taxe» 
en  deux  triangles  reâaogles  ROP  POH%m* 
blable^  au  premier ,  on  a  OR  ;  PQ  :  :  PQ  r  0H% 
Donc  PO*==  O  Rx p R  Far  la.  troifiét/ie  pr^ 
pofition  t  numéro  1 3  i  V  Q^  ^  ^^^^  analogîeil 
CT*:CM*::Cr-CO*  ou  IOxOT:PO\ 
Donc  PO*«i  (  CT»  -  CO*  )  x§fl  &  C  numéros 
iSl  >  Ofr=5?Il=£21;  Donc  cnfubttituant  ces 
valeurs  dans  Tégalîté  précédente  »  on  aura 

(  cr  -  CQ^y  X  -1^  «û«x'^2i^F^* 

Ou  en  divifanc  chaque  meml^re  par  CT*'^  CO* 
^^^§iï>otxcCO^xCM'=ORxCT\Uoit 
r<mikcCO:OR::CTiCii\Ceqw'it£aUùk 
iématuf^ 

C0K01.X.ÂTBX    L. 

171..  Plus  L'abiciiSe  CD  fera  pctîte^  plb» 
aufli  la  (bu^Doimale  O  R  (esa  petite*,  êc  réci^ 
proquement^plus'  l'abfcîflê  CO  fera  grande», 
plus  la  même  ii6u*oorma)e  fera  grande  ;  car 
pour  que  ces  grandeurs  confervent  toujours 

.GiU 


CBtr'el]«  !e  rapport  confiant  de  CT*  à  €Mti 

^K  \^^^  ^^  ^'^'^^  augincqtç  ou  dimiai^  «^ 
w'êcnç  temps  que  Tautrc, 

C  O  E  P  t  L  A  I  «  K      I  lo 

-172,  Si  le  poîtit  J*  s'approche  contînuetf«« 
ment  du  poinî  T,  loçclonaée  PO  devien- 
dra infiniment  petite,  Ilibfçifle  CO  pourra  être^ 
confiderée.  cotume:  égale  à  CT,  &  la  fou- 
«otmale  Q  B.  deviendra  dans  ce  C9j5  TR  i  ce  qui 

■  h'empêche  pas  la  proportion  de  fubfifter.  Elle 
devient  alors  CT.  tk :  :CT* :  CM*',  donc 
rÇTxCm'=ÇT?<TR,&  divifant  chaque 
membre  par  CT,  C  Al* ?=  CTx  Tiî ,  d'où  l'q^ 

'tire  ÇT:ÇM::ÇAf;r«.  Ce  ijui^montrc 

•  gue  U  Jfou-nçirmaie  eA  ^gale  à  la  moitié  dU 
;  paramètre  de  l'axe  ,  félon  la  définition  de  co 
'  même  Darametre(  M  \  j  ^),  lorfqye  rabfciOc  CQ 

eft  égale  à  la  moitié  du  grand  axe.  Et  de  plus,  que 

■  h  mime  demi  paramétre,  eft  la'plus  grande  {bu-» 
normale  poflible,  puifqu'clle  répond. à  la  plus 

r  grandç  abrciffe  que  l'on  puifle  trouve?  f^f 
l'axe  à. partir  da  ceiuire. 

17 î«  II  fuit  encore  de  cette  pràpoB^n^ 
qu'ayant  pria,  du  poiqt  T  yers  le  centre  C  fue 
l'axe  iT^  ùhe  partie  TS  égale  à  la  moitié  dq 
jJvainôre  ;  les  points  C  S  feront  les  limite^ 

•  dé  toutçs  Içs  peppendiculàirçs  que  rbq  pourm 
,  wewcf  aux  différents  points. du  qttatt  xlo  XeU 


Livre  JieonJL  'to^ 

re  k  rellîpfe  ne  pourra  tomber  entre  tes  points 
S  X,  Quoique  cette  propofitîon  fe  déduîfeim-» 
médiatemeot  de  la  préfente ,  cependant  com- 
me elle  pourroit  n'être  pas  faifîe  avec  la  mè^ 
me  facilité  de  tout  le  monde  ;  nous  allons  la 
démontrer  dtreftement«  Toute  cette  démonf-^ 
cation  fe  rédoit  à  faire  rote  que  ta  fomm^ 
h^R  d^une  abfdUfe  qoelconqoe  OT,  fi  petk« 
qu'elle  foit,  &  de  la  fou-normale  correfpotw 
dante  OR  fera  toujours  plii&  gcaode  que  la 
moitié  du  paramètre..' 

Dim»nfifaàoH  in  Cm^îrr^ 

Puîfquc  CO:0R::CT':CM'  dootOît 
ifc£|!^  maïs  OT=CT^CO.  Doncr 
OT+ORonTR^CT^CO+S£^^3cÉé^ 
^uifant  CT— CQ  au  même  dénommatettr  CT^i 
On  aura  TR  ^"^^r^r^^co^M^xco 

Il  eft  aifé  c^  voir  que  cette  expreffioct  eft 
plus  grande  qoe  la  moitié  àtt  paramètre  de  t'a* 
xe  ^poor  ^en  convaincre^  il  n'y  a  qu'à  fuppofer 
pour  un  inftant  qu'elle  lui  foit  égale  ;  <uv 
aura     crj^-r^r^^o^c^^^co  ^  c^    ^^^^^    ^ 

demi^  paramètre  efl  troifiéme  proportiooellcr 
ans  deux  demi-axes  j  mulciplianc  cbak^oe  mem« 
4>re  paf  CT*^»  on  aura 

CT*xCT-CT*xa>+CO  X  Ctâ^^CM^^  C  T 
6tam  de  ckàt\nt  mtmbit  CM'  x  COH  Tiendr» 
CPx  CT- CPx  CO  =»  CM'x  Cr- CM'x  CO 
ou  Crx(CT^COy=CM^x(CT^CQy^ 
Et  dÎTifant  chaqae  membre  par  CT— CO» 
CT'^^CAl^  3;  quoique  ce  réûiltat  foit  fat)JC|^ 

Civ 


^6ê  tot  TEmpfi. 

a  fc  ttoxm  en  K ,  entre  le  centfe  C  *  Tor^ 
donnée  P  O.  On  déduira  de  cette  propofitioti 
pfécîfémcnt  les  mêfnfci  cojolfaires  que  de  \^ 
précédente  ;  c^êfl  pourquoi  îl  feroit  iàucMe  de 
les  répéter  îdï.  * 

PRdPOSltlON  XXIII. 

1^78.  &par  m  point  P  de  l'ellipfe  (  ¥ip  43 .  ),  tf* 
mené  une  roiçenxé' PH /i(/^ii^''i' c#  ^K^cUe  rencontrer 
^  VnMi  l  T  «»  Hj  Çr  pax  le  point  T  -origine  ifu  mtmti 
4xe  p  la  iroîre  a  T  perpendiculaire  mm  mtme  axe  & 
tangente  en  ce,,poin( ,  jufquâ  ce  quelle  rencontre  Ut 
dian^etre  Ç  P  <m^  wfoûngi  jufqutSt  en  B ,  je  dis  que 
U  triante  P  A  B,  formé  par  les  tangentes  B  T  P  H 
(rie  diumetr^.Q?K  efi  ^al  au  triangle  TAH* 
formé  par  Us  marnes  tangentes  avec  U  pt^M^ 
mnt  TH  deVaxe  IT. 

P i  mont  sr  A  AT  ïoHa 

Tàt  te  piÀnt  T  oti^ne  dt  l^xc  (ckmetttk 
h  droite  TD  pafrfKle  à  la  wùgente  PH^  dtl 
poiht  P,  fdk  ftienée  ta  droite  PU  perpendi^ 
cofaire  et  ordonnée  à  Taxe  ÎT^  &  par  confé^ 
quent  parattélc  à  B.T9  èk  caufe  des  parallélea 
TD,  Pft  Les  triangles  CJD T,  CPH  feront 
femblablesi  éb  donneront 
ÇD:CP::CT:CH  de  par  U  17e»»  ;wp«/f. 
CT:CH::C0:C7,dc  à  cauft 
aeii.trîanglés^  fcmWabIcs  CTB  CQP^ 

.  CO:CT::CP:CJP. 

D'c&  Ton  dédtùca  tes  trois  proportioiu  fuÎTantc^» 


FI  jg  JP^   ^^f 


i  r  Itifire  feemâ.  lôjJ 

]  CBf:CP::CP:CB  ;  CDiCP::CO:CT  >  C^.CBiiCtiCH  ,  - 

qui  nous  montrent  que  les  lignes  PO  PT  BH 
font  parallèles  entr^elles ,  puifque  les  lignes 
CB  CH  font  coupées  par  les  mêmes  droites 
CD  panies  prppOTcionelles*  Donc  les  triangles 
PTB  PTH,  qui  ont  même  bafc  PT  &  font 
compris  entre  les  parallèles  PT  DH^  font 
égaux  entr'eux  j  Se  ôtant  encore  de  ces  trian-* 
gles  égaux,  le  triangle  PAT  qui  leur  ed 
commun ,  il  reftera  d'une  part  »  le  triangle 
¥AB  égal  au  triangle  PAH  d^  Vâmxc,  Ct 
fi^'U  f^Moif  démontrer^ 

COKOLLAIILE,      L 

I7P*  Il  fuît  de  cette  prôpofîtîon  i*  quQ 
les  triangles  PPT  POT^  compris  entre  lc« 
parallèles  PT  DO,  5c  appuyés  fur  la  bafo 
commune  PT  font  égaux  emr'cux.  Donc  en 
leur  ajoutant  les  triangles  égaux  PT JSt  PTH» 
on  aura  PDT+PTH=POT+PTB,  ou 
en  réduifant  PDTH=POTB.: 

i^  Si  Ton  ajoute  les  mêmes  triangles  PTB 
fTH^  au  feul  triangle  POT,  on  aura 
fOT-^PTH^POT+PTB,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  le  triangle  PQA  égal  ait 
quadrilatère  POTB, 

3^  Si  Ton  ajoute  les  mêmes  triangle^  TB 
PJH,  au  feul  triangle  PDT>  o^  aura 
PPT+PT^«PDT4-PT«  ou  en  réduis 
f»Qt  Je  triangle  B  TD  égal  au  trapefe  P  O  TB. 

4^  Enfin  ii  Top  ajoqce  à  ces  triangles  égau^ 
f  f  fi  PTH  k  «rian^lç  çQwm«Q  GP?  ;  oa 


io»  ^  Dt  tEBppt. 

aura  te  tnangle   CTB  d'une  part  >  égat  a^ 

triangle  CPH  d^  Tautre. 

CO&OLI.ÀIRB      IL 

«.8o.  Si  par  Tautre  exttémité  de  l'axe  tT^  on 
mené  la  tangente  alb  perjiendiculaire  à  cec 
axe ,  prolongée  de  part  6c  d'àmre  jufqu'à  ce 
i^u'elle  rencontre  h  tangente  PH  en  ir»  A:  le 
diamètre  PCp  aufli^  prolongé  en  h  on  aura  î 

i^.  Le  triangle  Pak  égal  au  triangle  laH^ 
car  à  caufe  des  parallèles  BT^hl  perpendicu^ 
laircs  à  Taxe  JT,  les  triangles  CIb  CTB  fe- 
ront reftangles  &  égaux,  puifqu'ik  ont  outse 
Tangle  droit ,  Tangle  C  égal  de  pan  ic  d'au- 
trci  ainfî  que  le  côté  CTégalan^côté  CL  Mais^ 
par  k  quatrième  artick  du  oinrollake  pricéitn$ 
CTB=CPH  donc  auffi,  CI&=CPiî&  ajou- 
tant de  part  &  d^autre  te  quadrilatère.  QP al^ 
€h  aura  te  triangle  Pah  égal  au  triangle  laHi 

a  ^*  Si  par  le  point  />,  exttémité  du  dlame*- 
tre  Pp ^on  menc^Fordonnée  po  Se  la  tangente 
ph  jufqu'à  ce  qa*elliB  rencontre  faxe  IT  ca  h^ 
©n  démontrera  aifémeat  que  le  triangle  Cph  e(t 
égal  au  triangle  C/^ ,  de  la  même  manière  que 
k  triangle  CP Ha  été  démontré  égalaatrian- 
Çle  CTB^  Car  puifquc  le  diamètre  Pp  cil 
Goupé||ea  d^ux  également  au.  centre  C(  num^ 
1^3  ]%ts  triangles. reftjiSgfes  €0  P%  Cap  (c^ 
ront  égaux,  ayant  un  ai^lc  égal  en  C  &  dea 
liypothénufes  égales  CP  cj^  Donc  Ca^sCO^ 
Pe  plus  on  démontrera  que  le  point  Kk  dé^ 
terminera    comme  te  point  Ai  ca  faxCani 


Uvre  ftctaiL  to^ 

€o:CI::CI:Ch.  Donc  on  aura  Ch=^CH. 
Donc  le  rriangle  Cph  fera  égal  au  trîanglç 
CPH^  Ôc  pk  fera  parallèle  à  PH,  puifqu'ils 
ont  un  angle  égal  compris  entre  côtés  égaux 
CP  CH  Cp  Ch.  Donc  enfin  Cph:^Clb 

poifqUC    Clb:r:zCPH. 

)^  Il  fuit  encore  delà  que  le  trapefe  poI5 
fera  égal  au  triangle  po h  en  ôtant  des  trian- 
gles égaux  Cli  Cph^le  triangle  commun  Cop^ 
4^  Enfin  fi  Ton  mené  par  le  point  /  origine 
de  f axe ^ b ligne  li  parallèle k  ph  8c  terminée 
au  diamètre  Cp  ;  on  aura,  le  triangle  b  li  égal 
au  quadrilatère  pdlh  ^  en  ôtant  des  triangles 
égaux  Cib  Cph  fie  triangle  commua  Cld. 

CoROLLAïax    II I. 

i«i.  Puifque  les  triangles  CTB  CPH 
font  égaux,  les  parallélogrammes  formés  fut 
CCS  mêmes  lignes  CT  TB  CP  PH  &  dou- 
bles de  ces  triangles,  feront  aufii  égaux  entr'eux* 

L    E    M    M    E. 

182.  Si  Von  prolonge  le  côté  CT  Jtim  trian* 
gle  CTB  (fig.44),  tnforte  que  le  prolongement 
Cl  fok  égal  à  CT,  &.  que  par  da  peints  OG^ 
pris  comme  on  voudra  fur  le  côté  CT,  on  mené 
Us  droites  OP  GF  paraUéUs  à^BT ,  je  dU  que 
lesreSangUs  IQxOT,  IGxOT feront  entr'eux 
comme  Us  trapefesPOTB  GTBF,  ^eftrà-dire 
que  Von  aura  cette  proportion 
IOxOT:IG2.GI:;Ç0TB:GTBF, 


DÊMONSTftATIOilri 

Puirque  \ts  dfoke»  PO,  £7  font  pàtàllté» 
les  t  les  ttiaogles  CTB  COP  ^  feroùc  fenibta«> 

j)les»  &  l'on  aura  CT:CO*z:CTB:pOP^ 
Donc  dipU.  CT'-GO*:CP.:CrB-jœP:C0P, 
Mais»  pM  U  lutime  fmdanHntal 

CT^CO'^IOxOP 
Et  ïiaiûnt  la  réduftion  CTJÎ-  CO  ?=**!'  0  tR 
Donc  iOxOT:Cr::POTB:CTiî» 

Et  «fctrJMwid  IOxOT:POTB::CT':CTB.' 
De  même»  puifque  les  droites  BT  G  F  font 
parallèles»  les  triangles  CGFi  CTB  ieronc 
femblabics  &  donneront  CP:CG'::Cr&CGFr 
donc  iii/Wen.  Gr-'GG\ÇV..CTB-^CGi\CTB. 
Mais  >  f«r  fe  Itmme  fondamental 

CT*^CG't^IGxGT. 
Et  MâMcJa  rrfdaftion,  CTB- OGF«GÎWÎ 
Donc  . .  ViCxGT'.CT'  :  .GTBF.CTB. 
làctltaMMUdo  lGxGT:GTBF::CT''.€T^t 
Donc,  puifque  les  deux  proportions  téfultantes 

'  oiit  la  même  ^fon  de  ÙT'  à  CtB.  Les  deux 
premières  feront  aufli  égales  &  donneront 
:  10x<fT:P0TBi:lGxGT:GTBP, 
k  êUmuuuh  lOxOT:  ïGxGT: : PQTB:  GtBf, 
Q  qu  il  JMbit  démontra*     • 

PROf»OSITl6N    XXIV. 
TuàeM£MSt. 

■  t93.  Supfofant  toutes  ehofes  comme  dav  tes 
propoptions  précédentes,  fi  par  un  point  E  «u  Qdt 
ttUipft  (Fig;  f  j^,  ^d,  47  ),  on  ment  une  droit* 


Li9rt  fieoni.  t^t 

I^F  p^âUéli  è  U  tangtnn  B  T  &  uite  àmt  dr^ 
ce  £  L  M  paraUéU  à  U  tangena  f  H  ^  je  dis  qui 
ie  trUngle  EGi/L  formé  f$r  eu  deux  drùUts  ^v^f 
VaxelTf  tjl  égal  au  qmdr'dattnGTBF  i  formé 
par  les paraliéks  GT  6F,  lapante  GT  de  t^ixe 
&  la  partie  BF  du  diamètre  CF. 

DijIOHSTAAtriOKk 

Cette  propolicîoa  renferme  deux  cas  prln^» 
cipaux.. 

Le  1^1^  I  lorfque  le  point  £  ou  e^  eftpris  de 
Bianiere  que  le  point  Af  fe  trouve  fur  .la  par- 
fie  C  H  de  Taxe  IT^Sc  le^  poinp  L  fur  la  pacM 
ÇP  du  diamètre.  ,         . 

Le  fécond ,  lorfque  )e  poi^t  e  ûtl  é  ,e((  pfil 
de  manière  que  la  droiiQ  eml  çoupç  V^^^JT 
4ans  la  partie  Cfe  en  m,  &  le  diamètre  dans  la 
partie  Cp  en  L  Chacui^  <le  ces  cas  en.T^et> 
me  quatre  ancres,  que  nous  allons  décaîlkt^  âfia 
^'il  ne  refte  aucune  difficulté  fur  co^^f(gik 
poiitioi].  '.V  ^s 

.  lier  Qis.  Lorfque  le  ^n%$k  troave-finP» 
tre  les  points  P  Se  Typn  t)iâneatrele4|ioin{l 
/  p  comme  en  e  (Fig.  ^.y  ).'* 

a^ae  Cas  Lorfque  ^^poiM  E  cft  fjM^lft 
lie  P  par  lapporc  au  fQS(ptT^f:omtf»i9n}ei.Q^ 
Bien  en  ^  ^u^delà  du  po^.ç  p  à  1^4gard  dn^  ?f^^^ 
I  (  Fig.  45*  )  d^  manière  que  le  po^ot  g)  t$mbp 
fur  la  panie  CT,  &  le  point  g[  tombe  fur  Upar- 
îieCIdumémeaxc.     -  -•  ^  - 

Troifiéme  Cas*  LorfqM  ]fi:  poSDt  £  ixfinï  lt)u- 
fours  Viri%\%  de  P  j^at  iftpi^çt 1 7»«ft  plaa&df 
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màniëïè  qUè  le  point  G  tombe  fitr  la  partie  Ct 
de  Taxe  (  Fig.  ^6*  )  ou  lotfqti'étant  toujours  au- 
de-là  du  point  ;>  pat  rapport  au  point  1  i  le  point 
g  tombe  fur  là  partie  CTk^ 

Quatrième  Cas  ;  lorfqUe  le  pôiht  E  (  Fig,  47.) 
eft  au-delà  du  point  Ta  l'égard  de  P ,  ou  bicû 
en  t  »  au-delà  du  point  1  par  rapport  au  point  >  ; 
enforte  que  le  point  G  tombe  fur  C  T  &  le  point 
I  tombe  fur  CI 

DiuovsttiAriùTX  du  i<^  cas. 

fuifquc  les  droites  £G  PO.EM  PHfont 
parallèles,  (  fig.  4^  \  tes  triangles  POH  EGM 
formés  par  les  mêmes  lignes  avec  Taxe  17  feront 
femblables,  &  Ton  àul^ 
POHiÈGMitPO'iEG'Çûuhiefoi^i) 

PO'^ EO'i:  lOxOT:  iGxCf 
Cr  pat  le  lèntme  ptétéitttt 

IOxOT:IG^GT::POTB:GTBF. 
Doflc-FOH  :  EÙMt  :  POTB  :  GTBF.  Maupat 
Uftiùni  article  du  Corollaire  premier  de  la  vlngt-troi^ 
fiéme  Prop.  POH^PÙTB  donc  ËGM^ 
GTBF.Ceqùnifattoltiéntontfer. 

Si  le  point  £  eft  en  e  entre  les  points  I  p ,  011 
démétitrèrà  préèifément  de  la  n\éitie  manière  » 
que  le  triangle  egm  fera  égal  au  qoâdrilacdre 
g  Ibfftn  prenant  le  trianglep  a  A  au  lieu  du  triaiH 
felcPOft 

DijaOKst&ATtOM  du   âcme  càSé 

Si  la  point  eft  en  e  au-delà  du  point  P  par  tap** 
part  au  point  T  ^  d^.  manière  que  le  point  g 

(Fig. 


Lhre  fecdnâ.  it^ 

(fig-  4Ç .)  tomte  toujours  fur  la  partie  CT.  Le*  ^ 
triangles  e g  M  PO  H  feront  toujours  fcmbla- 
UeSi  ôc  on  démontrera  prëcifément  comme  dans 
le  premier  cas ,  que  le  triangle  egM  cR  égal  au 
quadrilatère  g  T  Bf.  • 

Et  fi  le  point  £  eft  en  ^  au-delà  du  point  p  à  Té-^ 
gard  de  V^xc^  enforte  que  la  ligne  ég'  coupè^ 
l'aide  dans  la  partie  CI,  on  aura  toujours  ig^m « 
gflbf. 

DÉMOKST&ATtOK  du  ^^«^  Cât. 

SI  le  point  Ey  étant  toujours  au-delà  du  point  P 
i  regard  de  T(  ûg.  ^6.)^  eft  pris  de  manière  que. 
la  droite  Ë  6  tombe  fur  la  partie  CI  de  Taxe» 
on  comparera  le  triapgle  EGM  à  fon  femblable 
fûhjiL  Ton  démontrera  comme  dans  lepremiet 
cas  9  que  ce  même  triangle  eft  égal  au  quadrila-* 
tcre  GIbF.  Puifque  le  triangle /o&  eftégalau 
quadrilatère  polb.  (  num.  1 8o  art.  '3  ^  )• 

Si  dans  la  même  figure  le  point  e  étant  tou- 
jours au-delà  du  point  f  à  l'égard  du  point  i  » 
eft  pris  de  manière  que  la  droite  eg  tombe  fut 
la  partie  C  T  de  l'axe ,  on  aura  encore  le  trian- 
gle tg  mégal  au  quadrilatère  g  TjB/>  eacompa* 
rant  ce  même  triangle  egm  au  triangle  POHp^ 
qui  lui  eft  femblaUe^  puifqu'il  a  les  côtés  parai- . 
léles  à  ceux  du  premier.    * 

Demomstratick  in  4«»c  c^. 

Enfin  lorfqye  le  poînj  JE  eft  au-delà  de  T 
par  rapport  à  P ,  (  fig*  47.  )  de  manière  que  )a 
ligne  ko  tombe  fur  C  T/ Us  triangles  P  OH 

H 
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£9M  4Stant  toujours  femblaUes  doitfiereflft 
les  mêmes  proportions  »  &  partant  dans  ce  ca# 
comme  dan^  les  précé4ents  yEGM^GTBFé 
Ce  feroit  de  même  fi  le  point  étoit  en  e  f  en- 
forte  que  la  droite  e^  coupât  Taxe  dans  la  par* 
de  CI  :  d^o&il  fuit  que  la  propofition  efi  vraie 
dans  tous  les  cas  poffibles  :  ce  qu'il  faillît  di^ 

REMARQUE 

Ofi  remêr fiera  que  U^ premiers  àrtidet  de  ces  dé-- 
monjirations  ôm  rapport  au  premier  cas  principe  ^ 
qui  eft  lor/que  le  point  M  tombe  fur  la  parue  CT 
cr  le  point  h  fur  le  demi  diamètre  C  P ,  &  /es  yè- 
tonds  ont  rapport  aufecànd  cas  principal ,  qui  arrive 
lorfque  le  point  M  tombe  fur  la  partie  Cl  de  taxe 
IT  &  le  point  h.dans  la,  partie  Cp  du  diamètre 
PCp. 

PROPOSITION   XXV. 

'  183.  Suppofant  toutétchûfes  dans  le  mime  état 
que  dans  la  propofition  précédente  jje  dis  que  le  trian^ 
gU  EL  F  ou  e  1  f  ou  e  Lf ,  (  Tig.  4J.  ^6.  Yf.  ) 
formé  par  kiiroi/eiLE  M  ou  elm ,  ÉGF  ou  egf 
paraUéks  aux  tangentes  B  T  P  H ,  ayec  le  diamètre 
CP)  eft  égid  au  quadrilatère LFHM ou  Iphm, 
formé  par  la  tangente  P  H  fa  parallèle  L  E  M ,  Li 
partie  iLY  du  diamètre  ùr  la  partie  NLH  de  taxe 
XT  prolongé  s'il  eft  nécejfaire. 

DjShomsitaatiok. 

Qd|te  pfOfofition  «lofi  ^ue  la  précédeoto 


Ihn  JktùnL  ^iirj 

téâerme  îdeux  cas  principaux.  Le  prenûtr  eft 
loifqoe  le  point  M  tombe  dans  la  partie  CH 
de  l'axe  IT^  8c  le  point  L  dans  la  partie  CP  du 
diamètre  p^P. 

Le  fécond  ani  ve  lorfque  les  points  M  L  tom« 
knt  en  inZ,  dans  les  parties  oppofées  de  Taxe 
de  du  diamètre.  Chacun  de  ces  cas  en  renfermé 
quatre  autres  qui  fe  démontrent  dans  l'un  & 
dans  l'autre  ^précifément  de  la  même  manière  ; 
c'eft  pourquoi  Ton  ne  donnera  que  la  démonf* 
tracion  des  quatre  cas  qui  font  renfbrmés  dans 
k  premier  cas  principal. 

i«  Cas. 

Si  le  point  £  fis  trouve  entre  les  points  P  8c 
TCfig.  45.)  Par  U  quatrième  Atûtlc  du  CoroîUi* 
rt  premier  deUvingt-troifieme  Prop.  où  a  CTB^p^ 
CP  H.  Donc  en  ôtant  de  chaque  membre  le  qua- 
drilatère commun  CGELf  on  aura 

CTB^CGELr^CP  H^CGEL. 
Où  GTBLE^EGHPL. 

fitant  encore  de  chaque  membre  de  cette  der- 
nière égalité  des  quantités  énles  »  fçavoir  du 
premier  le  quadrilatère  G  T  If  F  »  8c  du  fecond 
le  triangle  £  6  Af  »  qui  lui  ell  égal  par  U  pricé^ 
dente  proportion ,  on  ^unGTBLE--^GTBF=s 
EGPHL-^EGM,  ou  en  réduifant  £LF« 
LPHM.CeffûfaUovt  i^.dimmtrer. 

^cmc  Cas 

Si  k  point  £  fe  trouve  eiijr,(  Figure  4fO 
'  de  manière  cependant  que  la  droite  e  g  toml^c 

,  .  Hij 


fur  la  pardc  CT^t  Taxe  IT^  pwr  Uprâpo^noê 
prkiàmt,  tg  M—gTBf,  mzisgTBf^pPB 
en  ôtaat  du  quadrilatcrc  gTBf^  le.  triangle 
PAS  y  Se  ajoutant  au  refte  PfgTA^lc  triaa- 
glc  TA  H  égal  au  précédent  par  la  vingt-troi-- 
fiéme  Prop.  Donc  egM=gfPH.  Otant  encoite 
de  chaque  membre» le  quadrilatère  commun 
fg  ML  f  on  aura  d'une  part  le  triangle  4  L/égal 
au  quadrilatère  LP.HM  de'Tautre:  Ce  quU 
fàUoit2^.  démontrtr. 

jcmc  Cas. 

Si  Ton  fuppofe  encore  le  point  E  en  £  au- 
delà  du  point  P  à  Tégard  de  T,  mais  de  ma- 
nière que  la  droite  EGF  coupe  Taxe  dans  la 
partie  CI,  &  le  diamètre  dans  la  partie  Cp^ 
(tîg.  4(î  ) ,  on  a  dans  ce  cas  par  la  précédeaic 
prôpojition ,  £  GM:=^  Glh  K  Ajoutant  à  chaque 
membre  le  triangle  CFG^  on  aura 

.  EFCM^CIb^CTB^CPH. 
par  le  quatrième  airtick  du  coroUaire  i^^  de  U 
vingt-trùifiéme.  Donc  en  ôtant  de  chaque  mem- 
bre le  triangle  CL  M  y  on  aura  EFCM^ 
CLM=^CPH^CLM  ,  ou  ,  cri  réduifant 
ELF^LPHM.  C.  Q.  F.  30  D. 

4«nc  Cas. 

Enfin  fi  le  point  E  eft  au-delà  de  Taxe 
IT  par  rapport  au  diamètre  CP ,  (  fig.  47  ) , 
de  manière  cependant  que  les  points  ML 
tombent  fur  CT  âc  fur  CP  ;  on  à  par  la 
précédente  EGM^zGTBF.  Ajoutant  à  cha* 
^ue  mefnbrc  le  suadrilatcre  MG  FL^  on  aura 
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le  triangle  ELF^^TML  :  ôtant  du  dernier 
membre  de  cette  égalité  le  triangle  PAB, 
&  mettant  à  fa  place  le  triangle  Tji  H  qui 
IdS  efl  égal  par  la  vingt  -  troifiéme ,  on  aura 
encore  BLF:=^LPHM.  Ce  qu'il  falloît  ^. 
démontrer. 

COEOLLAI&E. 

1 84,  Si  rpn  imagine  que  les  points  L  Se  M 
(Fig.  48  )approchent  continuellement  du  centre 
Cf  enfin  la  droite  EML  (c  confondra  avec  le 
diamètre  R  Cr  &  le  triangle  El, F  deviendra 
le  triangle  RCF,  le  quadrilatère  LPHM 
fer*  confondu  avec  le  triangle  CP H,  d'où  il 
fuit  que  les  triangles  CPHy  CRF  feront 
égaux  entr'eux,  pujfque  dans  tous  les  cas  le 
triangle  ELF  k  été  démontré  égal  au  qua- 
drilatère LPHM. 

PROPOSITION    XXVL 

Tmeùrmmm.  • 

18 (.  Dam  une  eiUpfe  IPT  dont  taxe  ejl  la 
Ugne  IT,  PCp  m  diamètre  &  PH  une  tan* 
gerite  à  t origine  de  ce  diamètre ,  terminée  à  Vaxe 
en  H  ;  je  dis  que  toute  Ugné^  comme  Ee  parallèle 
à  U  tangente  PH^efl  coupée  en  deux  égaûmeni  em 
Lpar,kdiamitrePCp.(Fîg.4^\^69^Tâc^S). 

DàHOKSTEATIOK.  « 

.  Suppofimt  que  l'on  ait  mené  les  droites 
£  F,  éfy  ef  e  Fpaialléles  à  la  tangente  B  7,  il  eft 
éyi'ieatfar  la  profo.  précéi ,  que  les  triang.  ELF, 

Hiij 
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toujours  uUt  propêftion  EL*:  LP  x L  p  ;  :  CR*:  CP  * 

DEMONSTRATION. 

A  caufe  des  triangles  femblables  ELT^ 
RCFy  on  a  EU:CR'::ELF:RCF. 
Mais  par  la  proportion  2J..  ELF^sLPHM 
&  (numéro  184)  RCF=GPH. 
Donc  ELF:RCF::LPHM:CPH,ôc  paru 
UmmeÀeVartuU  1 8  i.LPHM:CPH:rPLxLp:CP\ 
Donc  EV.CR'::PL}^Lp:CP'  Se  otHmanda 
EL':FLxLp::CR*:CP\  O  quil  falloU 
démontrer. 

Co&OLLAIRB      I. 

t^5.  Puîfquc  l'on  a  EV.PhcLp:.CR\CP\ 
et^aura  |uffi  lE,L^:PLxLp::Pp*:Rr*.  Car 
Pp  étant  double  de  CP^  8c  Rr  double  dcCR 
leurs  quarrés  Pp*  Rr*  feront  quadruples  des 
quatrés  CP*  CR^f  ce  qui  ne  peut  pas  trou- 
.  Wer  la  proportion, 

CoBOLLAïaS      II- 

*  • 

194.  Si  Tomineoe  une  autre  ordonnée  §1 
au  même  diamètre  CP^  on  aura  encore 
€V:Plxlp::CR':CP\  Mais  .  oa  a  auffi 
El,*:PLxLpiiCl^\:CP\ 
Donc  puifque  lès  deux  derniers  rapports  de 
tes  proportions  font ^ les  mêmes,  les  premiers 
feront   aufli    égaux  ,  &    partant    oh    aura 

EV:PLxLp::el*:Plxlp. 
Et    aîtemando    EL^:eV::P LxLp:Plxlp; 
doù  il  fuit  que  les  quartés  des  ordonnées  à 
un    même    diamette  ^fônk   entr'cux  comme 


^ 
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les  produits  des  s^fcifles  coirefpondantes. 

Corollaire     II L 

ip^.  Si  les  diamètres  conjugués  fbot  égaux  ^ 
les  quarrés  dts  ordonnées  feront  égaux  aux  pro- 
duits de  leurs  abfcifTes,  &  ces  mêmes  ordonnées 
feront  n:i07ennes  proportionelles  entre  les  mè* 
mes  abfcifles.  Quoique  cette  propriété  foit  la 
principale  propriété  du  cercle 9  il  ne  faut  pas 
conclure  pour  cetst,  qu'une  courbe  fera  uo 
cercle»  toutes  les  fois  que  le  reftangle  des  abf- 
ciiïes  fera  égal  au  quatre  de  l'ordonnée,  à 
moins  que  l'ordonnée  ne  /aiTe  un  angle  droit 
avec  fon  diamètre.  Car  en  réuniiTant  ces  deux 
conditions  enfemble,  la  figure  ne  peut  être 
qu'un  cercle,  dans  la  fuppofition  que  la  courbe 
eft  terminée .  au  lieu  qu'elle  ne  peut  être  qu'une 
ellipfe  dans  le  cas  de  tout  autre  ^gle. 

PROPOSITIPN    XXVIII. 

TsÉùRÉMM. 

1^6.  Suppofant  toujours  les  ehofes  daS  le  mimû 
état  :  Ji  par  un  point  E  de  Velltpjey  on  ment  une 
droite  E  e ,  (  {fig.  45^  )•  parallèle  au  diamètre  C  P» 
je  dis  que  cette  Ugnefera  coupée  en  deux  igaltment 
en  O  par  le  diamètre  r  G  ^conjugué  au  premier  CP» 
&*  de  plus  que  Von  aura  cette  proportion» 
OF:rOxOR::CF:CR\ 

DAmonstratiov. 

1^  Par  les  points  E  e  foîent  menées  les 
droites  JSL  el  parallèles  à  la  tangen»  PHtc 
jpaicûnfé^ent  au  diamètre  conjugué  CR^  ^at 
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la  propojition  frécédente  on  »(  nttatvo  t^4  y 
EV.eV  :  '.pLxPL.plxPU'.CP'-CL':  Cp*-Cl\ 
Czt par  le  Umme  fonda. pLxPL=CP*-^CL\ 
Et./»  i  X  P  i=  C/ -  Ci*  ,•  puifque  la  droite  Pf 
ttk  coupée  en  deux  parties  égales  en  C  &  en 
deux  parties  inégales  en  L  &  I.  Mais  à  cau- 
fe  des  parallèles 'Pp  Ee,  les  droites  ELel 
aufli  parallèles  entr'elles,  font  des  ordonnées 
égales.  Doue  EL*«=eV  Dpnc  CP^-CL*^ 
Cp*-CL\  Mais  CP's=Cj»*.  Donc  auffi 
CVx^CV.  Donc  CL  =  Clk,  partîint  E0=^O, 
Ce  qiCil  faUoh  i^,  démontrer. 

a\  0E*:R0yOr.:CP*:CR\  Car  par 
ta   précédente   propofittm 
EL*:PLxLpoxxCP'-^CVi.Cr:CP\ 
ponc  aîternando.  EViCR^itCP^^CViCP*, 
Donc   detrahenda. 

CR\CR'-Er:  :CP:  CP*-CP'+CL\ 
Et  rééui,  CR':CR*-CO*  ou  ROxOr::CP»:CL' 
ou  0E\  Donc  iwert.  OE*:CP\.R0yOr<:R\ 
Et  ea6É4dtçm,0E^'.ROx0r:îCP*iCR*4 
Ce  qu'il  faUoit  a?  démontrer,  , 

>Co&ox.i.Aimx .  I; 

1^7.  On  aura  comme  dans  !a  propotidon 
précédente    OE*:R0x0r'.:Rr*:Pp*  &  ii 
Ton  mené  une  antre  <»donnée  eo  parallèle 
an  diamètre  PCj>  ;  oh  aora  encore 
0£»:()e*::KOxOi":K««r::CR»-:CO\CR*-w*.  i 

ComoLtAïax    IL 
1158.  Si  par  le  point  R  ça  mené  RX  pM 


Uvn  ftcmL  '  isf 

tallâe  à  Pp  f  cette  ligne  fera  tangente  en  R. 
Car  puîfque  le  diamètre  rRe&  conjugué  ao 
diamètre  pP,  &  parallèle  à  la  tangente  PH^ 
réciproquement  le  diamètre  pP  ifera  con)U* 
gué  au  diamètre  pR^  8c  la  tangente  en  R 
lui  fera  parallèle* 

PROPOSITION    XXIX. 

T  H  iO  RÉ  M  s. 

19p.  Soit  une  tllig/e  ptPl^f  dent  Pp  Rr 
(Fig.  4P)  font  deux  diamètres  conjugués ^  EL 
une  ordonnée  au  diamètre  Pp»  do^t  les  abfiijfu 
fofk  LP  Lp  ;  y2  /ar  le  point  f  origine  ^u  dU^^ 
mètre  Pp  ,  on  ^/ei^e  la  perpendiculaire  P  M,  égale  au 
paramètre  de  ce  diamètre  ^  (y  qu'ayant  joint  les  points 
p M»  par  la  droite  pM ,  on  fe^e  cette  proportion 
Pp:P  M:  ^pL:LN  ou  PK, je  dis  quelequétrri 
de  Vtrdmnée  E  L  fera  égal  au  produit  de  cette 
droite  PK  par  VabfciJfePh^  ou^xe  qui  tevimt 
au  mime^  que  l'on  aura  cette  égalité  EL^=PKxPL. 

.    DéMOKSTEATION. 

Far  le  corollaire  i«'  de  la  nngt-fiptiéme  prù^ 
pofition  (No  ifi^  ),  on 9LPLxLp:EV:J^p\Rr^ 
A;  par  la  propriété  du  paramètre 

P/:Rr*::Pp:Pitf*  par  hypothefc 
on  a  fait       *    -    PpiP MzipLiPK.     . 
Donc    PULpiEV:.Lp.PK:.Lp^LiPKyPL. 
Mais  PLkLp^pxPL  donc  aufll  EL'aPKxPL. 
Ce  quil  faMt  démontrer. 

ComOLX^AIBS.     L 

^  200.  Si  Ton  achevé  te  reâangle  du  diamer 


^14  DeVEtlîpfe. 

tre  P>  par  fon  paraftietre.  Se  qu^on  prolonge 
les  droites  LN  KNj  jufqu'à  ce  qu'elles  ren- 
contrent les  cbtês  VM  Vp  de  ce  reftanglc 
aux  points  J  S  ;  il  cf?  vifiHc  que  les  rcftan- 
gles  MN  pN  feront  femblables au  rcftanglc 
total  pM,  car  puîfque  Ton  a  fait 
pPiPM'ipL'LN  ou  PK,  on  aura  nUem. 
pP:pL::PM:PK8cdivîdendoPp-pL:pP:z 
PM-PK.PM  rcduifant  &  alternant  LP 
ou  JCN:KM::pP:PMy<ïoxi  il  fuîtquelcs 
reûangles  MN  pN,  ont  les  côtés  piopot- 
tionels  à  ceux  du  reftangle  total  pM^ic  lui 
font  par  conféquent  femblables. 

Corollaire.     IL 

aoi.  Puifque  Ion  a  EU^LPy^PK^  on 
aura  auffi  EL^=:LpxMK  ^  ou  SNxIN^ 
car  il  eft  évident  que  les  rcÛangles  PIf  VN 
font  égaux ,  puifqu'îls  les  ont  côtés  récipro- . 
ques  autour  de  Tangle  droit.  D'où  il  fuît  que 
généralement  le  quarré  d'une  ordonnée  à  un 
diamètre  quelconque,  eft  égal  au  reâangle  de 

'  Tune  de  fes  abfcifles  PL  ou  pL  par  la  pa- 
ramètre,  moins  un  reftangle  femblable  à  celai 
du  diamètre  par  le  même  paramètre.  Car 
PiV=LPxPAf^LPxMIC  ou^  ce  qui  eft 
la.  même  chofe,  le  reftangle  PiV  eft  égal  au 
reâangle  PI  moins  le  reftangle  MN  qui  efl: 

•  femblable  au  reâangle  pM  par  le  coroUaht  pri^ 
€éient,EtdemêmeyN=pLxPM^pLxNL. 
Ce  qui  montre  fufBfament  que  les  propiiétés 
des  diamètres  font  prédfément  les  mêmes  que 


Ihftfetiiiiài  .  iSJ 

Iciei  %s  axesi  &  c'cft  de  cette  SenSere  prcn 
fnété  »  commune  'à  tous  les  diamètres  »  que. 
lellipfe  prend  fçn  nom»  con^me  oa  1'^  déjW 
démono^  par  ^apport  aux  axes^  (iV^  i^  )• 

L    £    M    M    H. 

*  202.  Vne  Mgfe  ApBE  (Fîg,  50  )i 
dont  ÂB  DE  font  deux  diamtfres.  conjuguée^ 
éant  donnée  ;  fi  fat  un  point  R  fm  au  dedans 
ou  au  dehors  de  cetu  courbe  an  mené  une  droite 
R  F  G  parallèle  au  diamètre  D  E,  &  que  par  t^ 
point  R  &  /ei  poinis  FG,  ou  cette  ligne  rencon^ 
tre  VeUipfe  on  mené  les  dToifts  RO  FL  GM^ 
parallèles  à  Vautre  diamètre  A  B  &  terminés  au 
diamètre  DEfje  dis,  que  J4 différence  dos  reSapr, 
gles. 

EOxOD— ELxLp==LOxOMd«iikjprc- 
iffiier  tas  $  ^  que  Jâhf^lefiond'cas  ' 

ELxLD-^EOxOD=rLOxOM- 

.    DAWOMSTBATIOK. 

1^  Suppofons  d'abord  (^ue  le  point  R  eftprtf 
au  dedans  de  rellipfe,  en  ce  cas  EO=EL+LO^ 
&  OD=LD-L0.DoDC  EOxOD=ELx 
LD+LOxLD-ELxLO-LOxLO: 
Donc  en  faiîanc  pafler  dans  l'autre  membre 
ELxLD^  on  aura 

EOxOD-ElxLD^LOxLD^ELxLO^LOx 
L0=  (  ID^ELr^W  )  xLO.  Mais  ,à  caufc  des 
parallèles  DE  GR  les  ordonnées  M  G  LE 
font  égales,  &  partant  leurs  abfciiTes  CM  CL 
|ci«xoQtaui&  (  t;j  )•  Donc  EL^MD. 


Donc  (II>-«l;-tO)xr&^ZlX^ltfX5-^^ 
x£0*:(LM-JLO)xLft==0/W><LO.        î>ànc 
ÉpxOD^ELxLDi^MxLO.  C  Q.  E  i9  T). 
*  a^  Suppofotis  préfentcmcnt  <quc  Je*point-ft 
eft  au  dehors^  de  rellipfe  ;  on  aura  dans  ce 
ca^  EL=EP+LO\  6c  LD^OD-rLO.  Donc 
i:t>cLr>=£OxGDH^iOxOD-EOxIO^i-0  X 
LO^  Dobc  en  faifant  paifer  dans  le  premier 
membre  jBOxOD,  on  aura 
JBZxLD-E0x0D=LOxOD-E0xLO^LO  x 
LO:^(OD^E0^L0)xL0.  Mais  EO'^lO^:: 
ELssMD^  puiTque  les  ordonnées  LF  GM 
font  égales,  donc  (OD-EO—LO)xLO=r 
(OD'-'MD)xLO»QMxLO  ,  donc 
ELxLD-^EOxOD^OMxLO.Cequ^n 
fallait  2?  démontrer,  * 

PROPOSITION    XXX. 
.   Tmmorémm. 

tto^.  Si  deux  ètûha  quelconques  Fp  îHf 
pgraUéUs  à  deux  dUnutres  conjugués  et  une  eliipfe^ 
fe  rencontrent  dsns  un  point  B  du  dedans  ou  au^ 
hors  de  cette  courbe  (  Fîg.  ^^O  ).  Je  dis  que  le$ 
reSângles  des  féçafitts  feront  ent/eux  comme  les 
marrés  des  diamètres  qui  leur  font  parallèles ,  c'f/Z« 
d^e  que  Von  aura  HRxRI:FRxRG:UlB*:DE% 

DiMOKSTftATXOK. 

jcr  Cas.  Suppofons  d^abord  que  les  droites 
FG  XH  fe  coupent  au  dedans  de  rellîpfc. 
Des  points  F  6  où  Tune  d'elles  rencontre  I9 
courbe  »  foicnt  menées  les  droites  FL  i3M 


pôMm  m  diaftwtte  CB,  qol  (ÎMtint  pic  I4 
même  raifoo  ordoDoées  au  ^ameij»  CÙ  cou» 
jogné  au  piengiec  (  mmero  185  A  187  ).  Ce(à 
pofiS,  pnifqiie  les  droites  01  LF  £oat  0(<^ 
doDiMSes  au  même  «Uametre  CE  ;  dn  aiuf 
(AT»  ip3  )  LP:Or::£LxLX):£OxOI^ 
Donc  ibtiiendo 

O  r-Lt:  LP:  :  EOxOD-^EljaJ):£LKLD. 
Mais  OI*-LF*ssO/*-.0/l*  poifque  LFt& 
égsA  kORk  caufe  des  patalléles  ED  GR, 
&  par  [e  Imnte  /oni*.  OV'^QK*rs»HRxRl 
puifqoe  la  ligne  iH  eil  coupée  en  deux  par* 
des  égales  en  O,  par  le  dtafladtreD£  au- 
quel elle  eft  ordonnée»  ft  en  deux  partît 
inégales  au  point  K.  De  plus  far.U  Umm  pri* 
tédent  EOxOD-~ELxLÙ:=LOxOM. 
Donc  en  fubftiniantcesnontdles  valeurs  dans 
la  proportion  précédente,  elle  deviendra  celle* 
ci  HRxRhLr.iLOxOM'.ELxLD. 
Maisàcaufedes  parallèles  LF,  GM,  FG,  4f  L» 
onaLO=rjRF&  OM:=iRG  donctOxOM 
rsFRxRG.  Donc  en  mettant  cette  nouvelle 
expreiEon on  aura HRxRI: LF: rfK x RGiEU 
Oh  akemdnio  BRxRl:FnxRG::LF£lxLD. 
Et  (  iwm.  i^j  ).  LF*:£LxLD::CB*:C£*. 
Donc  HRxRl:FRxRG::CB*:CE\  C« 
ft'UfiMoh  i^  démontrer. 

aeme  Cas.  Si  les  droites  F<?  IH  fe  cou* 
pent  au  dehors  de  rellipfey  on  aura  k  caufe 
des  ordonnée  LF  01  ao  diametr  DE, 
C£»:LF»iO  P  '.'.ELxLDiEOxOD.  Donc  dit>id, 

ï^'^fiOVsElOJCt^EO^D'MOiiOD 


Mais  LF^^0j;=Oiî*-O/  j  ptSfqai 
ORrssLP  ^  A  par  U  kmnc  fiMamtntal  9 
OlC^OP=HRxRl,  dé  pIçs  par  U  Umvit 
ffétii.  £LxLD-£OxODi=L  OxOM=FÎRxRG, 
puifque  LOsFR,  &  que  OM=AG,  com- 
ité il  eft  évident  &  caufe  des  pkrâllélogram'^ 
mes  KOLF  OMGR:  donc  en  fubfticuanc 
ces  nouvelles  expreffions  à  la  place  de  leurs 
égales ,  la  proportion  précédente  deviendra 
celle-ci.  HfixKJ:Or::FRxRG:EOxOD, 
OaûltemmdoHRxRI:FRxRG::OV:EOyOD 
éc  (numéro  19^).  Or:EOyOD::CB':CE\ 
Donc  HRxRIiFRxRGi.CB  :CE\ 
Ce  ^"dfaUoît  a!^  démontrer. 

REMARQUE. 

^  La  propofitio0  que  ton  vient  de  dénwidrer 
dans  le  cas  ou  Us  fécantes  Jont  parallèles  â  in 
diamètres  conjugués^  eft  encore  vraye  dans  tout 
gutre  cas ,  ceft^à-dire ,  lorfque  les  dîametra  pa^^ 
ralléles  aux  fécantes  intérieures  ou  extérieures  y  ne 
font  pas  conjugués  Vuh  à  f  autre  ;  c'eft,  pourquoi 
nous  allons  joindre  Us  propàfitions  fuiyantes  pour 
la  démontrer  dans  toute  la  généralité  qui  lui  con*^ 
vient.  Elles  font  Sautant  plus  intérejfantes  qu  elles 
Jervent  à  la  folution  des  problèmes  Us  plus  curieux 
que  ton  puiffe  propofer  fur  Us  feSions  coniques , 
4M  moins  dans  Us  élememSf  &  que  ton  démontre 
par  Uur  moyen  touta  Us  propriétés  du  cercU  d'une 
tnanîere  généraU  par  des  corollaires  qui  font  des 
fuites  immédiata  de  ces  mimes  proportions.' 

Propoficion 


LiVre  fecùnài 
PROPOSITION 

XXXL 

THâORMMM* 

204.  Ayant  une  tangente  DS  (fig.  ^l) 
tefminée  en  S  par  le  prolongement  JCun  diametrt 
quelconque  CH ,/  par  U  centre  Q  on  mené  k  dia- 
mètre L  C 1  parallèle  à  la  tangente  DS,ie  dis  que 

ronaufaî)S*iSRxSH::CV:CH\c'eJi~à'dire 
fue  le  <juarri de  la  tangente  DS^  Jera  au  reBangle 
delafécante  entière  SR  fui  paffepar  U  centre, 
par  fa  partie  extérieure  S  H,  tomme  U  quatre  du 
Âemi  Ramure  CL  parùMe  à  cette  tangente,  èfi 
4LU  quarri  du  demi  eUàmetre  CH  dont  le  proloa* 
;gemettt  ra  rencontrer  là  tangenu  en  S», 

DAtf  OMSTRAtlOK. 

Par  l'origine  H  dû  diamètre  CH  foît  me^ 
née  l'ordonnée  HK  au  diamètre  CD  qui  paf- 
fe  par  le  point  touchant  D,  ic  parallèle  à 
la  même  tangente.  Le»  triangles  CD  S  CKH 
feront  évîâcmment  femblables,  &  donneront 
CH:CSt:KH:DS  donc  D5sï«2<£5  j^ 
fartant  D5*=££^î2î  Mais  KH  é^t  une 
ordonnée  an  diamètre  CD ,  on  aura  (  par, 
la  27eiBe  propopàon  mm.  ipi  ). 
K-H^iCD'^CK*',iCV'.CD*  i  puîfque  le 
diamètre  CL  eft  conjugué  au  diamètre  CD, 
D'où  l'on  déduit  Kfl*=t££L=£îLli££i  Mais 
à  caufe  des  mêmes  triangles  femblables  CKH 
CDS  ,  on  a  £2^2i=ç£?^cH,,   Car   CD: 

CK;:CS:CH, donc  CD'xCK^t.CS'iCHy 

I 


130  Ve  VEUipfi. 

&  dipîd.  CD^^  CK'  t  CD'  ;  :  CS^^CH'.CS' 
ou.  bien  en  mettant  les  rapports  égaux  de 
cette  proportion  fous  la  forme  d'une  fraftion 
ç£^^^ç£x^«i,Etfubftituant  cette  der- 
nière expreffion  dans  la  valeur  de  KH't  on 
aura  KH':=^  £iî=££î  x  CL*  d'où  l'on  déduit 
en  fubftituant  encore  cette  nouvelle  va- 
leur de  KH*  dansl'expreffion.do  DSS  cet- 
te nouvelle  égalité  DS*—^^  x  £î±=2ii  xCL*^ 
«££2^«-i  xCL*  d'où  l'on  tire  aifémcut 
Î)S*:CS*^CH*::CL*:CH\  Mais  par  le 
lemmt  fondamental     CS*—CWz=iSRxSH, 

donc  enfin  on  aura  DS*  :SiîxSH::  CL*:Cii'. 
O  ft'il  fallait  démontrer, 

Co&OLLAI&K. 

aoj.  Si  les  diamètres  CH  CL  font  égaux, 
leurs  quarrés  le  feront  aufli  ,  &  partant 
DS'saSRxSH dans  cette  fuppofition ,  c'eft- 
à-dire,  que  la  tangente  fera  moyenne  pro- 
portionelle  entre  la  fécante  entière  RS  Se  ùk 
partie  extérieure  S  H.  Ce  qui  doit  toujours 
arriver  dans  le  cercle  puifquc  tous  fes  diamè- 
tres font  égaux. 

PROPOSITION     XXXII. 

iotf.  Si  deux  droites  quelconques  AB  MN 
t  Kg»  S^  Si*  )  fi  coupent  dans  un  point  O, 
Htt  dedans  êu  au  dehors  de  telUpfé.X^  que  par  le 
centre  C,<wi  tire  les  diamètres  CE  C  V parallèles 
vue  féçames  ABMlAij  je  dis  que  fon  aura  ttm^ 


Livtt  fktônà.  t^t 

l^m  Mte  pTôpùr. ,  AOxOB:MOkON::CL*:GE*  > 
t'tft'à'iire^  que  kt  reâangUs  des  parties  dt  d^ust 
fêtantes  quelconques  ^  feront  toujours\entr\ux  comme 
i^s  quarrés  des  diamètres  q^ui  leurs  font  paralUlcs. 

D  É  M  O  N  s  T  E  À  T  l  O  K. 

?ar  ïc  centre  C,  &  le  point  F  milieu  de 
irf£>  foit  mené  le  diaractrc  CFD  du  point 
D  origine  du  diamètre  CD  foit  mcoée  la 
tangente  DS  parallèle  i  AB^Sc  terminée  eq 
5  par  le  prolongement  du  diamètre  ÇH  qui 
paffe  par  le  point  O  ou  fe  coupent  les  féçant 
tes  AB  MN.  Cela  ppfé,  puifquc  la  droite 
AB  t&  coupée  en  deux  également  en  F,  9c 
en  deux  inégalement  ep  p|  on  aura  pa/  le 
Umme  fondamental  AOxOÈ  =  B F^r-r Q F\  êS 
B  F  étant  une  ordonnée  au  diamètre  CP , 
on  démontrera  comme  dans  la  propofidou  pfi^ 
cédtnte^  que  fon  quarré  Bf  *=a»g^^»3^C/^i 
à  caufe  des  triangles  fembliables,  C^D  COF^ 
qui  donnent  CD:CF::ÇS:CO.  Pour  avoir 
OF^j  on  fe  fervira  des  mèmej;  triangles  fem* 
blables  CSD  CO F,  qui  nous  donnent 
05^-CO^•:DS^pfÎJ«S£ïi£^  Um  par 
U  propofition  précédmt  DS^z^^^fLxCL^ 
donc  FO^^SSîl^^xÇL^x^  ôç  retran- 
chant FO^dc  BF\û  vient 

Sç  faisant  }es  multiplications  Indiqpées,  op  aura 

£^.||£-    jwais  ^S2^  eft  ^éu4  p^ . 


^£lîj^^  qui  fc  réduit  à  la  même  étf 
preflion  cq  divifadt  \t  numérateur  Se  le  déno^^ 
minatcur  par  Clî*»  Ec  partant  BF^^OF^^ 

lire  BF"-FO*  ou  AO^OB:CH^-CO' 
ou  ROxOH:tCL^:CH\ 
Et  alternandoAO>cOB:tL^::ROxOH:CHK 
On  fera  voir  précifément  de  même  que 
MOxON.CE'iiROxOHiClP. 
Donc  puîfque  CCS  deux  propomons  ont  mê- 
me dernier  rapport ,  on  aura 
AOxOB:MOxON::CL':CE\Cequil 
fallait  1^  démontrer  • 

2^  Si  les  fécantes  A  B  Mhf  fe  coupent  au  de* 
hors  de  rellipfe,  la  démonflration  ne  chan- 
gera pas,  car  on  démontrera  toujours  enfui^ 
vant  le  même  procède,  que 
^OxOB:CL*::RÔxOH:CH*.  Toute  la 
différence  confifte  en  ce  que  Ton  aurolc 
OF*-BP  ila  place  AOxOB Se CO^^CH"^ 
à  la  place  de  R  Ox  0  H ,  au  lieu  que  ces 
produits  dans  le  premier  cas  font  repréfentés 
par  BF^^OF'  ôc  par  CH^^CO\ 

COROLLAIEB      L 

âo7é  si  Ton  imagine  que  les  fécantes  A  B 
^MN {Fïg.  yjO  fe  meuvent  parallèlement  à 
elles  mêmes ,  jufqu'à  ce  qu'elles  deviennent 
tangentes  en  D  &  en  / ,  aux  extrémités  £)  l 
des  diamètres  qui  les  divifent  en  deux  éga- 
lement I  dans  ce  ^  le  point  0  fe  confondra 


•  Uvrt.JtwiL  f^f 

avec  le  point  T,  ou  .les,  taogetytes  IT  VT 
fc  rencontrent,  &  les  reûangles  -^OxOB, 
MOxON  deviendront  les  quarrés  des  taa-; 
genres ,  ce  qui  donnera 
D  r*  :  IT"^  :  :  CL*  :  C£*  &  par  la  préfente  on  i 

Donc  DT^IT^j;fq^;0.»:VWO;<OA^, 
c'eft-à-^ire  que  Ics'  i^^ngfçsrfej'fécàbtesviB 
iWA^,  font  cntr'eux  çointne  "ïçs  qùkfrés  des 
tangentes  qui  leur  foiit  paralféics  ;  pfifçs  de^ 
puis  leur  intcrfeftion  jufqu^cf  ^oîht  d*^ttou*i 
chcment.  D'où  Ton  voit  que  cette  propriété 
convient  à  relUpfo  çdmme,  à  h  pVabpIô 
(num.  83  )  &  Ion  verra  par  hi'fiiîtp''qû*^ettQ 
çft  commune  à  toutes  Içs  feâîpûs'Côhîqùeis; 

CoBOLLAIEiS      ïî^,    î.      ., 

2oS.  Si  les  diamètres  ou  les^  tangeàtei  Cxf]^ 
pofés  parallèles  aux  f^c^n^es  (pn^  égaux  ea« 
tr'cux,  les  droites  AB  MN  ic  coderont  ea 
parties  réciproques,  fotît  au  dedans iDÎhfir dp- 
hors   de  rclHpfc ,  &  comme  dans  \t'  cçrcte 
tous  les  diamètres  font  égaux  cntr^ttr/aînft 
que  les  tangentes  quir  fc  rencontrent  deux^, à 
deux  3  deux  fécantes  quelconques  eittéri^ures 
ou  intérieures  doivent  s'y  couper  tn  parties. 
réciproques^  Enfortc  que  cette  prppofîtioii  len^ 
ferme  la  démonftratiôn  la  plus  générale  àt% 
propriétés  do  cercle  que  Fon  peut  lëgardet 
comme  une  elUpic  pankuKere  cfonc  tbus  les 
diamètres  font  égaux ,  ou  dont  ks  deux  fojei^ 
iont  réunis  èa  iu>  feuk 
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•      COROLLAIAX.       rif: 

'     30^»  Siîppofant  coujomrs  les  diamètres  CD 
Cl  9  qttt  divifent   les  .  droites  A^   MN  ta 
deux   également»  donc  les  demi  paramètres 
foicnt  P  Pi  Puifque.  Ton  a 
A0KQB:MOxOi^:iCL^:CE%  on  aura 

C^tr/puUque  les  diateecres  CL  CE  font  pa<« 
rallélesriijLix  fécantes  ÀB  MN^  ils  font  con-^ 
jûgRès.  aux.  diamètres  CD  CT  qui  divifent 
CCS  droites  ..en  deux  parties  égales  Se  panant 
ÇZ,^=5CJ^xP  &  CÎJS\=Cix^  ^comn» 
^dans  la  Darahole.  tous  les^iametres  font  infinis , 
fci.  pCQduîts.  -J4  Ox  O  B ,  Ai  O  X  0  JV,  font  cntr'- 
eux  obnvne  les  paramètres  des  diamètres  qui 
divifent  ces^  mème$  fècAntes  on  deux  égaler 
mpQt«.  (lupih  8a  y. 

COKOtiAtAfi       ÎV. 

>^  SI  ruoe.desiîecantes  AB  (Fig«  5;.) 
.'devant  tangente  en  P,  ât  que  l'autre  MN 
prolongée,  s'il  ed  néeefTàire,  la  rencontre  en 
0,  on  aur^D^^  MoxoUr.CL^:  CE^-:;DT*:  rT"^ 
L  ^9^  )•  ^^  fî  ^^^  diamètres  ou  les  tangentes 
parallèles,  aux  fécantes  font  égaux  entr'eux, 
la  taqgentj5,rera  moyenne  proportioncUc  cntrQ 
ia  fécante  '  entière  Se  fa  partie  extérieure» 
^uiCquQ  dans  ce  cas  Do^^Moy^oNs  Ce  qui 
.4oic  ^)ujouTs  arriver  dans  le  cercle,  puifquQ 
tous  k%  diamètre^!  font  égaux  ainfi  que  les 
tingemei  qui  fc  itocootrcQt  deux  k  iwju  . 
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COROLLAIKE       V. 

a  1 1 .  Si  Tune  des  fécantcs  ^  B,  par  exemple  i 
eft  coupée  en  deux  également  en  F  par  une  fé- 
cante  dD  (Fig,  ja  )  qui  paflc  parjle  centre,  alors 
le  produit  AOxOB  deviendra  le  quarré  de 
AF,h  produit  MOxON deviendra  DFx F d 
êc  le  demi  diamètre  parallèle  à  la  fécante  fera 
le  demi  diamètre  CD  Inî-mcmc,  &  la  propor-^ 
tion  deviendra  ccHe-cî  AP:FDxFd::CV:CD\ 
G'efl-à-dirc  que  le  quarré  d'une  ordonnée  eft 
au  produit  de  fes  abfciflcs ,  comme  le  quarré 
d'un  diamètre  parallèle  à  cette  ordonnée  eft 
tu  quarré  de  celui  auquel  cette  ligne  eft  or« 
donnée. 

REMARQUE. 

Cette  propriété  qui  efi  h  principale  de  VelUpfei 
fx  de  laquelle  nous  femmes  partis  ^  devient  un  eo^ 
rolLaire  de  la  préfente  propojitkn  qui  ç/î  la  plus  gé^ 
nérale  qui  Von  puije  donner  fur  cette  courbe ,  Çt 
qui  renferme  fa  naturo  de  la  manière ,  la  ptus  com^ 
plette.  Si  'n<Àre  efprit  nous  permettoit  de  nous  c!e« 
ver  tout  étua  coup  aux  idées  Us  plus  généndet 
pour  defcen'dre  enfuite  dans  le  détail  de  ce  quellet 
renferment  au  dejfous  Selles  »  on  auroit  pÛ  définit- 
fellipfé  comme  il  fuit. 

ÛelUpfe  eft  une  couibe  rentrante,  telle  qu« 
les  produits  de  deux  fécwtes  quelcôaques  ter« 
minées  à  cette  courbe ,  font  entr^eux  comme  h% 
quarrés  de  deux  lignes  parallèles  à  ces  fécante^ 
qui  divifcroient  ckicunes  la  courbe  en  deux  par 
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'  tics  égales  .£  que  pour  cette  raifon  ofi  appeU 
leroit  diamètres  de  la  coisrbe.  Mais  comme  noia 
ne  pouvons  faifir  les  vérités  quen  teidét^fifiant  poup 
aipfi  dire  les  unes  des  autres  $  nous  fommes  obUgé$ 
defyii&e  une  méthode  différente  en  commentant  par 
de^  vérités  de  détail  »  pour  arriver  aux  plus  géné-^ 
raies .  &  comme  cette  méthode  neji  en  ufage  que 
p/dorce  quelle  eft  la  plus  proportionée  à  la  foiblejl^ 
de  nos  organes  ^  Qr  non  quellefoit  en  effet  laphtsbelle  ^ 
il  fuit  que  Von  approchera  iï autant  plus  de  la  me* 
thode  vraiv/unt  géométrique  j  que  ton  pourra  peen^ 
ire  les  proportions  dans  leur  plus  grande  généralité  ^ 
fans  déroger  à  la  clarté  néceffairt  pour  conduire  nch 
ire  raifon  dans  (a  recherche  de  la  vérité^ 

Co&OL|.AX»E      VI. 

âi2;  Si  par  un  point  D  pris  fur  TeUIp/b 
(  P^S«  ^4*  )  ^^  xnene  parallèlement  aux  4roîcesk 
}iB  i&N  prolongées ,  s'il  eft  néceflaîrc ,  les  lî-. 
gt\esDF  DP  qui  les.  coupent  aux  points  K  G^^ 
ppaura  pKxKF:MKyKN::CL':CE\ 
Puifque  Içs  droites  MN  PF,  font  parallèles, 
aux  diamètres  CL  CE  Çc  qu'elles  (e  coupent 
mutuellement  :  on  aura  de  même 
4GxGBiGDxGP::€V:CE\  Puîfqu« 
les  droites  ^B  PD  font  des  fécantes  paraU 
léles  aux  dîamçtrçs  CL  Ç£,  d'où  Ton  déduit 
encore  les  trois  proportions  fuivantes 
VK^KP:MKxKN::AOxOB:AiOxOI^ 
4G^GB:GDxGP::A0x0B:M0x0I^ 
fiiPK^KF:MKxKN::AGxGB:GDxGP^ 
fiç  «i^Â  çft  4vidçRt  pat  îom  çç  (^uî  précède^ 


L2m  fe€oni:  f  J^ 

REMARQUE. 
On  tire  de  cette  Propofition  St  du  dernier  CoroU 
laire ,  U  folutian  de  plujieurs  Problèmes  pour  faire 
fûjfer  une  EUipfe  par  pUfieuts  poims  donnés  dam 
de  certaines  conditions ,  connne  fi  Von  propofoit  de 
trouver  une  EUipfe  qui  paffâtpar  Uois  points  don^ 
nésj  Crdont  un  diamettre  foit  égal  à  une  ligntt 
donnée  de  grandeur  j  pourvii  quo  ces  trois  points  ne 
foient  pas  en  ligne  droite.  On  va  voir  dans  le  Pro^ 
Himefuivant ,  qui  efi  un  des  plus  compliqués ,  la. 
manière  dont  Ufaudroit  s'y  prendre  pour  réfoudrt 
ceux  qui  U  feroient  moins  ^  par  fe  moyen  de  lapr^ 
fofition  précédente. 

FROPOSITIOM    XXXIIL 

PROBLÈME. 

21}.  Etant  donnés  cinq  points  AMBND 
fur  un  mime  plan  (Fig.  54..)  non  en  ligne  droite  i 
fir  qui  puiffent  former  une  courbe  rentrante ,  toujours 
concave  d'un  même  côté  5  trouver  une  EUipfè  qui 
fafe  p^r  ces  ^limes  points. 

Solution. 

Ayant  joint  deux  points  i4  Bpar  la  droite  -^B, 
&  deux  autres  points  M  iV  par  la  droite  MN,  par 
le  cinquième  point  D,  on  mènera  une  droite  DK 
parallâe  à  AB,  ^  prolongée  indéfiniment  vers  F, 
puis  on  fera  cette  propoution  MO  x  ON  *  AO  >ç 
OB::  AlKxKA^:PKxKF,*enfuitcot\ 
cherchera  unç  dioitc  KF=àS^^^W- 
f^ViX  donqert  fur  la  ligne  P  K  un  point  F  dé» 


^  I 
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terminé ,  puifque  toutes  les  lignes  qui  formetif 
le  numérateur  A:  le  dénominateur  de  cette  frac- 
tion font  déterminées  de  grandeur  par  la  po- 
fition  refpedivc  des  points  AMBND.  Pa- 
reillement pour  àVoir  un  point  P  fixé  fur  la 
droite  G  D ,  menée  par  le  point  D  paralléle- 
flientà  la  droite  vMiV,  &  qui  coupe  la  droîtd 
A  B au  point  G ,  on  fera  cettt  anàfogî^  AOx 
OB  iMOxON::  GBxGAiGDxGP, 
&  Ton  cherchera  enfuîte  une  droite  G  P^=^ 
^WcW^-  *  <^omme  toutes^Ies  h^gnes  qui 
compofent  îa  valeur  de  GPfoflt  Connues,  on 
fourra  auffi  connoître  G  P* 

Pour  trouver  après  cela  le  centre  de  l'El-* 
Itpfe  qui  doit  pafijbt  par  l(s  points^  doànést 
par  les  milieux  QS  des  droites  PDj  MN^ 
parallèles  par  cbnftruaion  ,  on  mènera  une 
droite  indéfinie  RCr  ;  pareillement  par  les  points 
T  f^j  milieux  des  deux  droites  parallèles  AR 
i^Fon  mènera  une  autre  droite  indéfinie  ZTVX^ 
qtû  coupera  !a  droite  Rr  dans  un  point  C 
qui  fera  le  centre  de  lIEllipfe  dont  les  droites 
Rr  Z X  feront  des  diamètres*» 

Enfin  pout  déterminer  fur  une  de  ces  drokes 
par  exemple,  fur  KCr  le  point  R  ou  r,  qui 
doit  cirerorigîne  de  fon  diamètre»  onremar* 
quera  que  les  djoites  PD  MN  étant  parallèles 
êntr^ellçs  par  tonfiruBion ,  &  coupées  également 
aux  points  Q  S 9  feront  des  doubles  ordonnées 
au  diamètre  RCt^  Se  partant  on  aura  (ituin^ 
19^  ).  M5*:  PQ^  :  :  CR»-CS*  :  CR"'-^ 
C<^S  d-oàl>^gtiteeR>^^>^^;fl:;g.^^^"> 
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ou  CK^"^^^^^^^^ iàût  ûn-trouveroic 

aifiîinenc  la  valeur  par  le  mcjcn  du  cercle  ;  ayant 
ain&  trouvé  le  diamètre  C  iî  ,  dont  on  a  déjà 
l'ordonnée  MS^  on  trouvera  facilement  foa 
conjugué  en  faifant  cette  propofition  CR^^ 
es*  :  MS^  :  :  CR^  :  CE\  &  Ion  décri-, 
roit  enfuite  TEllipfe  avtc  les  deux  diamètres: 
conjugués ,  comme  il  fera  expliqué  au  Livro 
de  la  defcription  des  Sedions  coniques. 

PÉMOKSTAÀTIOH. 

Pour  bien  concevoir  la  raîfbn  de  toutes  cerf 
opérations ,  il  foflit  de  faire  attention  que  les^ 
droites  FD  PD  étant  parallèles  aux  droite» 
AB  MN ^  feront  auffi  parallèles  aux  diamè- 
tres CE  CL  que  l'on  doit  fuppbfer parallèles 
à  ce$  iMèmes  droites  A  B  A4  JV,  tSe  partant  par 
le  corollaire  fixième  de  la  propofition  ptécé- 
dente ,  les  proportions  dont  oh  s'éft  fervî  pour 
déterminer  les  points  FP^  doivent  avoir  lieu* 
IXainêur^  on  voit  clairement  qu'il  n'y  avoît 
dans  chacuM  que  la  quantité  D  F  ou  G  F  qui 
fût  incohnue  4t:  pat  confèquent  les  mêmes  pro- 
portion^ font  fuffifantes  pour  les  déterminer. 
La  manière  dont  on  a  trouvé  le  centre  de 
TEllîpfe  n*a  pas  befoin  de  démonflration  puif- 
qiie  les  droites  Rr  ZX  étant  des  diamètres 
dodt  les  %nes  DP  MN  AB  MF  font  les 
doubles  ordonnées  leur  interfeftion  commune 
cft  néceffaircmcnt  le  centre  de  ITEllipfe. 
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OBSERVATION. 

^  Les  Commcnçans  pourroicnt  être  emban-aA 

Tés  à  déterminer  les  droites  K  F  ou  G  P  ;  mais 

ropcration  qu'il  feadroît  faire-  pour  cela  n'a 

«en  de  difficile  comme  on  le  va  voir.  On  prcn-. 

droit  une  lignç droite  «A  moTCfinc  proportion 

Bcllo  en  les  droites  AO  Sç  0B,  on  prendra  dé 

même  une  moyenne  eicntfe  tes  droites.  M  Q 

Se  ONt  tç  enfin  une  moyenne  f g  entre  €B 

&  G  A,  Se  la  pjpportiog  40xOB  :  MO:^ 

0N::QBxG4:  GCxGP  deviçndroît 
çelIcTci.: 

«^*:  ç4';;/|^»î  GDjïGP  &  tirant  les  racine* 
4 *   : *4   ^:fg ; :Vgvxg.j> & chcrehant une qua^ 
tuémcproportioiielle  aux  droites  4*  ed  £g^ 
en  auwic  unç  %ne  kl  égale  à  v'^d^op.  D'^ 
Ton  aurok  kl  \^QDx  G  P.  Ce  qui  montre: 
que  la  queftion-fo  téduk  à  trouver  une  troi*. 
fiéme  proportipoelle  aux  droites  fcl&  GD^ 
qui  font  emi«K;menr  connues.  On  tcouverçâft 
la  ligne  JCppçécifément  de, la  même  manieie. 
,  Si  1<î  poipc  f^  (Fig,  y j.  )  eft  placée  de  ma- 
nière que  la  droite  D  G  parallèle  à-^iV.tom-. 
be  fur  le  prolongement  de  h  Jigne  4B ,  * 
que  U  droite;  DK  parallèle  à  AB  tombe  ^b^ 
çelm-dela  ligine  MN,  alors  au.  lieu- de  prendre 
le  point  P  au-delà  du  point  G  à  l'égard  de  D^ 
on  le  prendra  csnire  les  points  DK;  cç  qui  ne 
change  rien  à  la  folutio»  du  problème^  Dan* 
ce  cas  |ç5  droites  KD.KAÎ,  G^.  Q4  font 
«Icsféçantes  extérieures  àl'ËUipfequidQit  çalTw 
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par  \tt  points  donnés,  au  lieu  que  dans  la  Fî« 
gure  54 ,  les  mêmes  lignes  font  des  fécantes  ia*- 
ârieures. 

Si  le  point  M  n^étolt  pas  au-delà  de  la  ligne 
'AE^k  l'égard  des  points  DN^  mais  en-deçà 
comme  en  m  ;  il  éft  clair  que  Ton  ne  pourroic 
point  faire  paifer  une  Ellipfe  par  les  cinq  points 
.donnés»  mais  on  pourroic  y  faire  pafTer  une  hy- 
perbole» A  moins  que  les  diamètres  qui  divifent 
les  droites  AB  MN  &  leurs  parallèles  DF  DP , 
ca  deux  également  ne  fe  trouvaifent  parallèles  » 
auquel  cas ,  la  courbe  qui  pafTeroit  par  ces  points 
feroit  une  parabole.  Il  fuit  encore  de  cette  po«- 
iition ,  qu'il  ne  peut  y  avoir  qu'une  feâion 
conique  qui  pafTe  par  cinq  points  donnés.  Car 
les  diamètres  qui  divifent  les  fécantes  AB 
MN  Se  leurs  parallèles  en  deux  également» 
concourent  où  ils  font  parallèles  entr'eux.  S'ils 
concourent  »  la  courbe  fera  une  ellipfe  en  cas 
«]ue  ces  points  appartiennent  à  une  courbe 
rentrante  toujours  concave  d'un  même  côté  » 
&  elle  fera  une  hyperbole ,  lorfque  la  courbe 
ne  pourra  être  une  courbe  rentrante.  Enfin 
dans  le  fécond  cas  »  il  ne  peut  y  avoir  que  la 
parabole  qui  paiTe  par  cinq  points  donnés  : 
puifque  cette  courbe  eft  la  feule  dont  les  dia« 
mètres  foiènt  parallèles. 

Il  fuit  encore  de-là  que  deux  ferions  co- 
niques ne  peuvent  avoir  cinq  pointas  communs 
&  par  confequent  qu'elles  ne  peuvent  fe  cou*- 
per  qu'en  quatre  points. 

Au  refte  comme  oa  n^a  pas  encore  donné 
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Jes  propriétés  de  Thyperbole ,  11  nous  Aiâit  de 
fçâvoir  en  quel  cas  une  cllipfe  peut  pafler  par 
cinq  points  donnés  pour  montrer  Tufage  que 
Ton  peut  faire  des  propriétés  des  fécantes  in« 
lérieures  de  extérieures. 

PROPOSITION    XXXIV. 

214.  Si  par  un  point  D  txtrimué  Jtun  dia* 
wctre  quelconque  C  D  (  Eig*  56^.)»  ^^  ^^^^  *"** 
tangente  D  S  terminée  en  S  par  le  prolongement 
d'un  autre  diamètre  CH  £x  une  ordonnée  DG  au 
mime  diamètre  C  H  ;  ;e  dis  ^ue  Von  aura 
CG:CH::CH:CS.  Ceft-à-dire  que  U  fou- 
tangente  C  S  prife  fur  le  diamètre  C  H  fera  troi^ 
Jiéme  proportioneUe  à  Vabfciffe  C  G  &  ou  diamètre 
CH- 

DiMONSTEATIOK. 

Du  point  H  foit  menée  l'ordonnée  HK  au 
diamètre  CD^  âc  la  tangente  HP  parallèle 
à  la  droite  GD,  qui  coupera  la  tangente  DS 
en  P.  Imaginons  de  plus  que  cette  même  tan 
gente  HP  cR  prolongée  jufquà  ce  qu'elle  ren- 
contre le  diamètre  CD  auffi  prolongé  en  Q. 
Enfin  foienc  prolongées  les  ordonnées  HK 
D  G  jufqu  à  ce  qu*clles  rencontrent  de  nou- 
veau reUipfe  en  h  &  d  :  puifque  ces  droites 
Dd  Hh  font  jdcs  doubles  ordonnées  aux  dia« 
jnetres  CH  CD^  chacune  d'elles  fera  coupée 
en  deux  parties  égales  aux  points  G  K  Se 
elles  fe  couperont  réciproquement  en  panies 
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inégales  au  point  O  ;  cela  pofé ,  par  le  lemme 
fondamenul  DO  xOd  =  DG^ ^GO'  & 
0HxOh=HK^'-OK^  3c  fuppofant encore 
les  demi '^diamètres  CM  CL  parallèles  aux 
fécantes  Dd  H  h ,  on  aura  par  la  propojîcionpré^ 
tédente 

DOxOd:lK>xOhi:CM':CL'::PH':PD^ 
(mm.  206).  Maisàcaufe  du  parallélogramme 
PODH,PH=DO  &PD=Oiî,  donc  on 
aura  DOxO d:H0x0h::DO^:OH^ d'oîx 
l'on  déduit  en  divifant  les  d^ux  antécédents 
far  DO,  &  les  deux  conféquents  par  OHf 

Od:Oh::DO:OH,  ou 
DG  +  OG:HFC  +  OK::DO:0 H.  Maison 
a  DG^-OG^:HK^-OK'::DO^:OH\ 
Donc   en  divifant  ces  deux  prc^ortions  par 
ordre ,  on  aura 

DG-^OG     •   H^-wK     **  DO    '"H        ^" 

DG-0  G:  HK-OK::DO:0  H.  On  aura 
donc  DG^OG.DG^OGr.BK^OKmi^OK 
puifque  nous  avons  deux  proportions  qui  ont 
le  même  dernier  rapport  DOxOH. 
Et  divîdendû 

Réduifaru  &  alternant 

*OG:20K::DG+OC.HK+K0./D0.-OH- 
£t  enfin  prenant  la  moitié  ics  deux  cçrmos 

OG.OK::OD:OH. 
D'où  il  fuit  que  les  tri%egl«  GO  H  DOK 
font  égaux  puifqulls  ont  un  aogle  é^  w  Q 
compris  enuç  les  c6tés  léeiprp^t*s  OQ  OM9 
OD  KO.  Donc  en  Jçur  ajourant  ip  tnàng}^ 
"DO H, les  nouveaux  triangles  DGH  DKH 


\44  î>e  rÊUipfe.       - 

feroût  encore  égau]r,  âc  comme  tts  àhi  tiaê 

bafe  commune  DH^  l&  droites  GK  DM 

qui  les  comprennent  feront  parallèles  3c  leJ 

triangles  femblables  CKG^  CD  H  donneront 

CG.CH.-.-CiCrCD  &à  câufe  des  triangles 

CKH  CD  S  auffi  femblables, 

on  aura  CK:CD  :  :  CH:  CS         donc 

CG:C H: c  C H: CS.  Ce  quU  faUùit  dèmmt. 

CoKOLLklKtL      L 

^i^.  Puifque  les  droites  GK  DHfdnt  pa- 
rallèles ainC  que  les  droites  GD  Q  A,  les  trian^t 
glcs  femblables CK G  CDH  CGD  CQ^Hf 
donneront  CK:CD:.CG:CH 

CG,CH.*:CD.CQ 
donc  on  aura  auflî  CK:CD::GD:CQ. 
Ce  qui  montre  que  la  droite  CQ  comprifc 
entre  le  centre  G  âc  lit  rencontre  Q  du  dia<» 
mètre  CD  par  la  tangente  JîQ  eft  troifiéme 
proportionelle  à  Tabfcifle  CK  de  Tordonnéc 
menée  du  point  touchant  H  au  diamètre  CD 
Se  au  même  demi -diamètre* 

COEOLLAIEK      IL 

0,16.  Puifque  par  le  corollaire  précédent 
CK:CD::CD:CQ  on  a  auffi 

CD:CQ::CK:CDSci  caufe  des  paraUéles 
GK  DH 

CK:CD:.CG:CHêcparlapré^ 
fente  propo/îtion.  CG  :  CH:  :  CH:  CS , 

on  aura  donc  CD:  CQ  :  :  CH:  CS.  D'où  ilfuh 
que  les  triangles  CDS  ÇHÇl^  font  égaux ^ 

puifqulb 


I 
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puîfqu*îl$  .ont  un  angle  égal  entre  les  côtés 
réciproques,  CD  CS,  CQ  CE,  &  que  \^% 
droites  DH  QS  fontjoiralléles. 

Corollaire      II L 

217.  Puifque  CG:CH::CH:CS:  on  aura 
tompmendû  CG+CH:CG:  :CH+CS:CH  8c 
éttmanào  CG  +  CH:  CH+  CSr.CG  :  Cri  de 
même divU.CH^CGiCH:  :  CS-CH:CH  Se 
aUtrnanio  CH^  CG :  CS^  CH::CG  iCH 
Donc  CG^  CH:  CH+CS:  :  CH^CGiCS^  CH 
6c  riiutfant  RG:RS::G HiSHice  qui  mon- 
tre que  la  ligne  RS  tll  coupée  en  proportion 
harmonique  aux  points  G  if,  on  feroit  Toit 
de  ipêmc  que  FK:FQ::DK:DQ,  doù  il 
fuit  qu'en  général  les  propriétés  des  diamètres 
par  rapport  à  leurs  ordonnées,  à  leurs  para« 
mètres  &  à  leurs  tangentes  &  fou-tangentes 
font  précifément  les  mêmes  que  celles  des  axes 
par  rapport  aux  mêmes  lignes. 

REMARQUE. 

On  fait  ufagt  de  cette  prôpofitton  pour  mener 
une  ou  ifux  tangentes  à  l'ellipfe  d'un  point  Q  dow- 
ni  Jur  le  même  plan  hors  de  cette  courh  comme 
on  VA  v^îr  dans  le  problème  Juîvant^ 

PROPOSITION     XXXV. 
P  ROBL  É  M  E    IIF 

1218.  Une  eUipfe  A  F  B  D  (  Fig.  57  h  f<^^  ^^- 
ire  C  ,  Êr  un  point  Qjur  le  même  plan  étant  donnés 
hors  de  cette  courbe ,  mener  de  ce  point  d:ux  ta/i- 
gentes  à  l'ellépfe.  K 


\^S  De  TEmpfé; 

Solution* 

Par  le  centre  C  &  k  point  Q,  je  mené  un 
'diamètre  QCF^  fur  Tt  diamètre  FD  je  dé- 
cris un  demi  cercle  FPD^  fur  la  partie  CQ^ 
je  décris  de  même  un  autre  demi  cercle  CP  Q  $ 
qui  coupe  le  premier  au  point  F ,  duquel  f  a<* 
fcaiflfe  la  perpendiculaire  PK  fur  le  diamètre 
FDf  &  je  mené  aux  points  QC  les  droites 
PQ  *C.  Il  eft  clair  que  la  droite  PQ  fera 
tangente  au  cercle  FPD  au  point  P ,  puifque 
Tangle  CPQ  eft,  par  conJlruSlion ^  appuyé  fut 
le  diamètre  CQ.  donc  à  caufe  de  la  perpen-> 
diculaire  P  K  ordonnée  au  diamètre  FD  y  du 
cercle  FPD  on  aura  CKiCD  :  :  CDiDQ ,  &  par- 
tant le  point  K  eft  celui  par  lequel  oa  doit 
Baener  l'ordonnée  dont  les  extrémités  déter- 
mineront les  points  de  contingence  demandés* 
Il  ne  s'agit  que  de  trouver  l'angle  CK  H  que 
que  doit  faire  une  ordonnée  de  Tellipfe  au 
diamètre  FD ,  avec  ce  même  diamètre.  On  le 
trouvera  de  cette  manière.  Par  un  point  A 
pris  à  volonté  fur  la  circonférence  de  l'ellipfe 
Se  le  point  F  origine  du  diamètre  FD ,  on  me^ 
nera  une  droite  indéfinie  AFG^  fur  laquelle 
on  prendra  une  partie  FG=AF  par  le  point 
G  ,  on  mènera  la  droite  G  B  parallèle  au  dia« 
mètre  FD  qui  rencontrera  Tellipfe  dans  un 
point  B ,  par  lequel  &  par  le  point  A  on  ti- 
rera la  droite  A  B  qui  fera  ordonnée  au  dia-  ^ 
mètre  FD  qui  la  divife  en  deux  également  en 
£,  comme  il  efl  évident  à  caufe  des  triangles 


Lîpft  JtcàûL  i^^ 

^Ef  ABG  qui  font  femblables^  puîfque  I* 

droite  BG  cA  9  par  conftruâion  ,  parallèle  à 

FD^Sc    qui    donnent  AF::AG::AE:AB. 

Mais  A  F  n'eft  que  la  moitié  dé  AG,  donc 

AE  n'eft  aufli  que  la  moitié  de  AB.  L'angle 

des  ordonnées  étant  ainfi  trouvé ,  par  le  point 

K  du  diamfetre  FD ,  on  mènera  la  droite  HKk^ 

parallèle  à  ^  JS  ;  par  les  points  H  h  Scie  point 

Q  on  mènera  les  droites  QH  Qft,qui  feront 

tangentes  dans  ces  points  ;  puifque ,  par  cm- 

JlruBion^  la  fou-tangente  CQ  eft  troiûéme  pro- 

portionellc  à   rabfciflc  CK  ôc    au  diamètre 

GDfSc  que  d'ailleurs  ces  lignes  fe  terminent 

aux  extrémités   de  la  double  ordonnée    H  h 

qui  paflc  par  k  point  K.  Ce  quilfalloU  trouvât 

€r  démontrer^ 

CoROLLAÏEÈé 

a  19.  il  fuit  de  cette  conftruftîon  que  lî  î*oiï 
iîécrit  un  demi-cercle ,  &  une  ellipfe  fur  un  mê»* 
me  diamètre  FD^  &  que  par  un  point.  X  prîi 
fur  un  diamètre  commun  au  cercle  Se  à  l'el* 
iipfe ,  on  mené  une  ordonnée  au  même  cer- 
de  *  une  autre  à  IcIJipfe  ;  les  tangentes  de 
ces  deux  courbes ,  qui  paflcront  par  les  extré-* 
mités  de  ces  ordonnées»  fe  réuniront  dans  un 
même  point,  fur  le  prolongement  du  dîamerre 
commun.  De  plus  fî  l'on  décrit  une  infinité 
d'ellipfes  différentes  fur  un  même  diamètre,  <fe 
que  par  un  point  K  on  mené  à  toutes  ces  cl-» 
•lipfes  des  ordonnées  correfpondantes  ;  toutes 
les  Tigties  tangentes  aux  exuémités  de  ces  or-- 


fir4«  DeVElUpTe.  ^ 

données  fe  réuniront  au  même  point  fur  lé 
diamètre  commun  prolongé  autant  qu'il  fera 
fiéceiTaire. 

PROPOSITION    XXXVL 

a^O,  Un  parallélogramme  C  M  m  H  (Fîg.  y^) 
fait  fur  deux  demi- diamètres  conjugués  C  M  C  H, 
ejl'egal  à  un  parallélogramme  CLID  fait  fur 
deux  autres  demi-diametres  conjugués  C  L  C  D« 

DÉMONSTRATION* 

Soient  prolongés  les  diamètres  CD  CH, 
lufqu'à  ce  qu'ils  rencontrent  les  tangentes  H  Q 
DS  aux  points  5  Q,  foîent  achevés  lés  pa- 
rallélogrammes CDSs  CiiQj,fur  les  dia- 
mètres CD  CHy  8c  leurs  tangentes  DS  QH, 
par  le  point  L  foit  mené  la  tangente  L/,  pa- 
rallèle à  CDf  terminée  en  /  à  la  tangente 
DS,  &  par  le  point  M  la  tangente  Mm  pa- 
rallèle au  diamètre  CH^  &  terminée  en  m  à 
la  tangente  HQ.  Par  la  propojîtion  jicmc  on 
aura  DS^:CS'^CH^::CU:CH\  &  partant 
r)S*=iI£l=^ii^xCt\  Par  la  même propof  tien, 
on  aura  encore  QH^:  CQ'^  CD':  :CM':  CD\ 
&  partant  QH^=ii£i^£llxCMS  &  à  caufe 
des  droites  DH  Q  5  qui  font  parallèles  (  num. 
215).  on  a  CQ^:CD^::Ci*:CH\ 
J^onCdividen.C{t-CD':GD'::CS'^CH'.CH\ 
OU ,  ce  qui  revient  au  même ,  — ^ir — = — cir^ — • 
Si  Ton  fait  une  proportion  avec  les  quarréj* 
D&*Qff,  &  leurs  valeurs,  on  aura 


n-£V    ■Pq^e,  T^f 


Xi 


CL"  tCM"^,  en  divifant  par  les  rapports  égaux 
qui  multiplient  CL"^  &  CM\  Donc  en  tirant 
les  racines  DS:QH::CL:C M::Dl:Hm. 
Car  à  caufe  des  parallélogrammes  DL  HM^ 
Dl^CL  &  CM^Hm.  Dpnc  alttrnanio 
DS:Di::QH:Hm. 

Cela  pofé  les  parallélogrammes  CHmH  CHQq 
étant  compris  entre  les  parallèles  QH  9  C ,  on 
auraCiïQtf: CJÏmAf::Q H:  Hm&  nous avont 

QH:Hm::DS:Dl  Se 

à  caufe  des  parallélogrammes  CD  IL   CDSs 
DS:Dl::CDSs:CDlL. 
Donc    CHQq:CHmM::CDSs:CDlL. 
Mais    (num.  2î6  )  CQH==CD S.  Donc 
CHQq^CDSs,  puilque  les  pararlléjogram- 
tncs  font  doubles  de   triangles  égaux.  Donc 
auffi  CHmM^CDlL  ;  C.  Q.  B.  D. 
C0ROLI.AIRE     I. 
aai.    Puîfqu'un   parallélogramme  fait    for 
deux  demi  -  diamètres  conjugués ,  eft  égal  à 
un  autre  paraHéiogramme  fait  fur  deux  autres 
demî-diamctres  conjugués ,  les  parallélogram- 
mes faits  fur  les  diamètres  entiers ,  feront  auflî 
égaux  cntr'eux  puifqu*ils  font  quadruples  des 
premiers.  D'où  il  fuit  que  tous  les  parallélo- 
.  grammes  circonfcripts  à  rellîpfc,  &    formés 
fur  deux  diamètres  conjugués ,  font  égaux  cnr 
tr'cux  &  au  reftangle  des  deux  axes. 

COHOLLAIAX      II* 

aa2.  Puifquc  pac  la  propoûtion  &  le  corolt 

Kiij 
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laire  précédent ,  un  parallélogi-amme  LCD  H 
(Fig.  jS),  formé  fur  deux  demi-diametres 
conjugués  quelconques  CD  CL,  eft  égal  au 
xeâangle  des  deux  demi-axes  CA  CB  de  lu 
même  ellipfe  ;  fi  par  le  point  L ,  extrémité  du 
diamètre  CL  on  abaiffe  la  droite  LF  perpen- 
diculaire à  fon  conjugué  C  D  ,  on  aura 
CDxFL  =  CAxCB,  car  puifque  le  premier 
parallélogramme  eft  obli-quangle ,  il  eft  égal 
au  produit  de  fa  bafe  CD  par  fa  hauteur  LF, 
IÏ'qu  1  on  tire  CD  ,•  CA  :  CB  :  FL. 

PROPOSITION    XXXVII, 

«23.  Soit  «ncrifi/fePTB  dont  CT  CB 
(%•  19)  font  Us  deux  demi-ax(s,  fir  CP  CQ 
ieux  dm't-diametres  conjuguéi  Vun  à  Vautrt,J^ 
ies  points  P  Q  extrémités  de  ces  diamètres ,  on 
mené  les  ordonnées  à  l'axe  PO  QR,  ;e  dis  que 
afommedes  quarrés  des  abfcijfes  CO  CR  e^ 
égal  au  quarxé  d^demi-axe  CT  auquel  on  a  mené 
us  ordonnées.  Cefi-à^dlre  quç  ton  anra  tMjoitrs 
CO'+CR*=CT\ 

OÉMOUrsTKATIOK. 

Pu  point  p  origine  du  diamètre  CP,  foît 
inçnéç  I9  tangente  PH,  parallèle  à  fon  con- 
jwgué  CQ,  jufqu'à  ce  qu'elle  rencontre  l'axç 
€0  H,  pwiquq  les  droites  PQ  Ql^  fçnt    ofr 

données  à  Taxe  ÇT,  pn  aur^ 
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fcdcstrianglesfemblables  POH  QRC,QR^z 
PO'^  ::  ÇR^:  0H\  donc  en  multipliant  par  ordre 
on  aura 

PO»  X  ««»  I  M»  X  «J{»  :  :  (  Cr»  —  CO»  )  X  Cj;»  i  (  CT»  —  C«»  )  X  OH» 

Mais  les  deux  premiers  termes  de  cette  pro- 
portion font  égaux,  donc  les  deux  derniers  le 
font  auffi  ;  ce  qui  donne  cette  égalité 

CPxCR^-CO'xCR'=:CPxOH'-CR\Oir. 
D'OU  Ton  déduit  Cr =^.^ê^  Mais  (AT» 

i6i)0H=21^z££L  Donc 
Off--(cr^~co»)x(cr»-^-o»)  n,ettant  cette  va^ 

leur  de  Off  dans  celle  de  CR',  il  viendra 

CR*^ ^ 

^  (cr»— co»jxco*-»-icr»— co*)x(cr»— i-o»-) 

ou  en  divifant  fc  numérateur  &  le  dénomi- 
nateur pat  CT'— CO*  &  multipliant  l'un  Se 

l'autre  par  CO*.  , 

rf-»»_cT»x  (  cr»-co»)__CT»x(cr»— CO'  )— f^T*— /7n» 

&  faifantpafler  CO   dans  le  premier  membre  j 

Cii»+co*:=cr.  a  Q.  f.  r>. 

REMARQVE. 

Cette  proportion  eft  générale,  c'eft-i-Hre,  que 
fi  des  extrémités  de  deux  demî-diamttru  conjugués 
queUonquaC?  CQ  ,  on  mené  des  ordonnées 
PO  QKà  un  diamètre  quelconque  CT,  on  aura, 
toujours  CR*  +  CO*=CT\  Car  les  trUn. 
vies  POH,  6-  QRC  feront  toujours  fembla- 
îles  y  Cr  comme  les  propriétés  des  fou  ■  tangentes 
oriles  fitr  un  diamètre  quelconque  font  Us  mims 

4ïut  ccUe  de  l  âxt^  on  aura  tncare  U  H jr    ♦ 

^  Kiv 


t^2.  De  rEllîpfe. 

Corollaire.    T. 

ûa^.  Si  des  points  P  Ç,  on  abaiflc  les  or- 
données PM  Q/V,  perpendiculaires  au  petit 
axe,  on  aura  CM^  +  CN^  =  CB\  Maisàcau- 
fc  des  parallélogrammes  OM  RN,  CM=^ P O 
de  CN^QR. 

Donc  CM'  +  Cir^PO'  +  QR'^CB\ 
C'cft-à-dire  que  G  des  extrémités  PQ  de  deux 
diamètres  conjugués ,  on  mené  les  ordonnées 
PO  Q /{  au  grand  axe  la  fommc  des  quar- 
lés  de  ces  ordonnées  fera  égale  au  quarré  du 
fécond  axe.  Ce  corollaire  eft  encore  vrai,  fi 
Ton  fuppofe  que  Taxe  C  T  foit  un  dia- 
mètre auquel  on  ait  mené  des  ordonnées  P  0 
QR  parallèles  à  fon  conjuguer  Dans  la  pré- 
fente  propofition  au  lieu  des  abfciffes  CO  CR 
on  auroic  pu  prendre  leurs  parallèles  PM  QN 
qui  leur  font  égales,  d'où  Ton  déduit  cetie  pro- 
priété générale .  de  fellipre.  Si  des  txtrcmités  de 
deux  diamètres  quelconques  ^  conjugués  Vun  à  l' autre  ^ 
on  mené  des  ordonnées  à  un  troîjîéme  diamètre  qui 
paffe  entre  les  deux  premiers  la  fomme  des  quarrés  de 
ces  ordonnées  fera  égale  au  quarré  du  demi-diame-- 
tre  parallèle  à  ces  ordonnées ,  &  conjugué  â  ce 
troifîéme  diamètre. 

CORÔLLAIEK.       II, 

224.  II  fuit  encore  de  cette  propoGtion  que 
la  fommc  des  quarrés  de  deux  diamètres  con- 
jugués quelconques ,  cil  égale  à  celle  des  qua- 
rts des  deux  axes,  ou  de  deux  autres  diamètres 
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tODjugwés  f un  à  l'autre.  Car  on  a  far  la  pro^ 
pofipréfen,  Cr^=<:0'^CR\  de  CJS  =P(y*4  QR* 
Donc  CT'  +  CB  =C0'+PO'  +  CR'  +  QR\ 
en  ajoutant  ces  deux  équations  ,  mais  à  caufe 
du  triangle  rcdarg^e  COP,  CO\^PO'^CP" , 
de  à  caufe  <^u  triangle  redang^e  CQ  R 
CR*-f  QR*^CQ\  Donc  Ct+CB'^CP'^CQ'' 
Se  comme  les  quarrés  des  dîan^ erres  font  qua- 
druples de  ceux  des  demi-diamctres,  on  en 
conclura  que  la  fomme  des  qnarrés  de  deux 
diamètres  conjugués,  cft  égale  à  celles  des 
«quarrés  des  deux  axes. 

CoROLLAIKS      II  If 

22  J.  Suppofant  toujours  que  CT  eft  un  dîa* 
mètre  que  konque  différent  de  Taxe,  &  que CB 
lui  cil  conjugué,  il  fuit  de  la  propofition  pré- 
fente que  l'on  aura  toujours  COyPO=CRyQR 
c'cft-à-dire  que, 7?  des  extrémités  de  deux  iia^- 
mttres  conjugués  CP  CQ,  on  mené  à  un  d'fa^ 
mètre  quelconque  CT  des  ordonnées  PO  Q R  > 
le  produit  dune  ordonnée ,  par  Jon  aljc'jfe  fera 
égal  au  produit  d^une  autre  ordonnée  par  Jon  ahf^ 
cijfè^  ou^  ce  qui  revient  au  mime ,  que  ces  ordonnées 
Jeront  entr  elles  réciproquement  comme  leurs  abfcfjfes. 
Car  puîfque,  par  la  propofition  préjente^  on  a 
CT^=  CO*+  CR  *,  on  aura  CT*-  CÔ*^  CR*. 
Et  parce  que  les  droites  PO  PQ^  font  ordojor: 
nées  à  un  même  diamètre  CT,  on  aura 
fO-:Q/{^:CT^^CO*:C7^-Ci?*=C7^-. 
CT+C0'^CO\  en  mettant  CT'r^CO' 


1 


v<f4  ^^  TEttipfi: 

à  la  place  de  CR\  D'où  il  vîcnf 

PO^.qR'^:.CT^^CO^:CO\  Donc 
en  prenant  le  produit  des  extrêmes  &  des  moyens 
PO^x  CO' = QR^  X  (  CP-CO^)= QR"  x  CR\ 
Puîfque  CT"  — CO"  =  CRS  comme  oa  vient 
de  le  voir.  Donc  en  tirant  les  racines^ 
POxC0  =  QRxCiî,  qui  eft  précîfcment 
ce  que  l'on  avoit  annoncé,  puifque  de  cette 
égalité  on  peut  déduire  cette  proportion 
FO.qR.iCRiCO. 

Les  triangles  COP  C If  Q  feront  toujours 
égaux  »  foit  que  les  diamètres  conjugués  foient 
égaux  I  foit  qu'ils  foient  inégaux.  Car  ces  trian-' 
gles  auront  toujours  un  angle  égal ,  ou  des  an* 
gles  fuppléments  Tun  de  l'autre  compris  entre 
côtés  réciproques. 

PROPOSITION    XXXVIIL 

T  H  ioKiM  M. 

a:^S.  Si  par  VtxtrémitéV  d'un  diamètre  C.P  on 
mine  une  tangente  hPH  terminée  jen  H  &•  h, 
uux  prolongementi  de  deux  diamètres  conjugués 
CT  Cby  en  fuppofant  le  demi  diamètre  CQ 
parallèle  à  la  tangente  en  P  ;  je  dis  que  Von  au* 
ra  PHxPh=CQ\  Ceft-à^dire  que  le  reSan- 
gU  des  parties  d^une  tangente  terminée  à  deux 
diamètres  conjugués ,  prife  depuis  le  point  touchant  ; 
^Ji  égal  au  quatre  du  demi  diamètre  parallèle  à 
cette  tangente  ^  oUf  Ji  Von  veutj  au  quarré  du  demi 
diamètre  conjugué  â  celui  par  V extrémité  duquel 
:0n  a  mené  la  tangente.  (Fig.  55^.  J| 
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DéMONSTRATIOK; 

Du  point  P  cxtrcmké  du  diamctrc  CP^ 
foient  menées  les  droites  PM  PO  ordonnées 
9UX  diamerres  conjugués  CT  Cb^^  dix  point 
Q  extrémité  du  diamètre  CQ  parallèle  à  la 
tangente  en  P ,  Tordonnée  Q  A  au  diamecro 
CT,  les  triangles  POH  QRC  hMP  fe- 
ront évidemment  femblables ,  puifque  les  droi- 
tes PO  QR  PH  QC  foat  parallèles,  par 
conflruâion,  8c  donneront 
/^ PH:OH::CQ:CR  ^  donc  en multî. par  ord.  & 
y  PA;PMCQ:C/?  y  mettant  CO  à  la  place 
de  P  M  qui  lui  eft  égal ,  on  aura 
PHxPh  OHxCO::CQ':CR'=^CP^C0\ 
par  lUrtïcle  22  c  «Se  à  caufe  de  la  tangente  P  H 
on  a  0H  =  ^11-;^  donc  0HxCO=CP-€O\ 
d'où  il  fuît  évidemment  que  PHxPh  =  CQ\ 
Car  la  proportion  fe  change  en  celle  -  ci 
FHxPh:CT'^CO'::CQ':CT^^CO\ 
C.   Q-   F.  D. 

Cette  propoGtion  eft  d*un  grand  fecours 
pour  la  folution  de  plufîeurs  problêmes  cu- 
rieux fur  la  defcription  éos  feâions  conique& 
On  en  va  voir  une  application  dans  le  pror 
blême  fuivant. 

PROPOSITION    XXXIX. 

PROBLÈME     ir. 

d27«  D^ux  lignes  CP  CQ  étant  données  de 
grandeur  &  de  pofition  pour  deux  demi  diamètres 
conjugués  d*{ine  elUp/e}  il  fat»  en  troix^er  Us  deux 
êX^s  (Fig,  60). 
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Solution. 

On  fera  d'abord  cette  proportion 
CP:CQ::CQ:PS  par  le  point  P  on  mc- 
nera  la  droite  PH  parallèle  à  CQ  &  au  point 
F  milieu  de  CS,  on  élèvera  la  perpendicu- 
laire FD  qui  rencontrera  PH  dans  un  point 
D.  De  ce  point  comme  centre  avec  le  rayon 
DC,  on  décrira  un  cercle  qui  coupera  la  lii 
gne  P&*  dans  les  points  déterminés  H  Se  K 
De  ces  points  on  mènera  au  centre  C  les  droi- 
tes CH  Chf  qnî  fe  couperont  à  angles  droits 
&  fur  lefqucls  doivent  fe  ttouver  les  axes  de- 
mandés. Pour  les  déterminer ,  du  point  P  on 
abaiiïera  les  perpendiculaires  PO  PAf,  qui  fe- 
ront ordonnées  à  ces  axes,  &  l'on  aura  le 
premier  en  cherchant  une  lîçne  CT  moyenne 
proportionelle  entre  CO  Se  CH^  Se  le  fé- 
cond en  cherchant  pareillement  une  moyenne 
CB  entre  CM  Se,  Ch. 

Démonstration. 

Puîfque  la  droite  P  H  eft  parallèle  au  dia- 
mètre CQ ,  elle  eft  tangente  en  P.  D'ailleurs 
cette  droite  hPH  étant  comprifc  dans  le  cer- 
cle dont  elle  eft  un  diamètre,  à  caufe  de  la 
fccante  CS  on  aura  P  A  x  PH:=^  CPxPS.  Mais 
par  conftrudion  nous  avons  CP  :  CQ  :  :  (X^  :  PS. 
Donc  CPxPS  ou  PHxPh=CQ\  Ce  qui 
fait  voir  que  cette  tangente  eft  terminée  de 
part  Se  d'autre  par  le  prolongement  de  deux 
diamètres  conjugués.  Et  comme  il  n'y  a  que 
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ks  ans  qu!  fe  coupent  à  angles  droks  dans 
l'ellipfe ,  il  faut  auffi  que  ces  axes  fc  trouvent 
fur  les  droites  CH  Se  Ch^  puifquc  Tangle  C 
cil  droit  étant  appuyé  fur  le  diamètre.  En  fia» 
puirque  CT  ^{i  moyenne  propoittonclle  entre 
CO  ScCH,  on  atra  COiCTi.CT.CH^ 
ce  qui  montre  que  le  point  T  eft  l'origine  de 
Taxe.  Ainfi  cette  conftruâion  fait  trouver  touc 
ce  que  Ton  demanddit. 

REMARQUÉ. 

On  pewrroh  aujjî  par  U  mojen  de  la  mime 
propojîtion ,  trouver  deux  diamètres  qui  Jijfent  e«- 
tr*eux  un  angle  égal  à  un  angle  donné , 
étant  données  deux  lignes  droites  Q^  CQ  pour 
deux  demi' diamètres  conjugués  déterminés  de  gran^ 
deur  &  de  pojîthn.  La  droite  OSferoit  toujours  Iz 
mime  ;  mais  la  droite  h  H  deviendrait  en  ce  cas 
la  corde  de  l'angle  que  doivent  faire  entreux  les 
deux  diamètres  conjugués  que  Von  demande.  Ceux 
qui  fçavent  tant  foit  peu  l'application  de  Valgèbre 
à  la  géométrie ,  pourront  s  exercer  à  trouver  la  fo^ 
lotion  de  ce  Problème  que  ton  trouvera  du  fécond 
degré. 

PROPOSITION     XL. 

Tj£  É  O  R  Ê  M  X. 

527.  Soit  une  elUpJe  aBAb  (  Fîg.  6î  ), 
dont  a  A  b  B  font  deux  diamètres  conjugués  ;  fi 
Von  décrit  un  démi-cercle  a  Mm  A  fur  Tun  de 
ces  diamètres  y  b'  fi  par  un  point  P  quelconque,  diê 
diamètre  fur  lequel  on  d  décrit  le  demi-cercle ,  on 
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mtflt  une  crionnée  P  M  au  cercle ,  êr  urté  hulff 
ordonnée  P  N  i  Vellipfe ,  parallèle  au  dmmeîre  coH^ 
jugué  B  b ,  je  dis  que  l'ordonnée  à  Vellipfe  feifû 
toujours  à  fon  ordonnée  correfpondante  au  cercle  ^ 
comme  le  derM-dîametre  CB  eji  au  denii-diamettt 
ÇA  9  fur  lequel  le  cerde  a %é  décrit. 

DéMONSTRATlOK* 

Puîfquc  la  droite  PN  eft  ordonnée  au  dia- 
mètre CAAt  Tellipfe  CAy  par  la  prop.  27^™^é 
on  aura  PN'i  aPxPA:.CB' iCA^Sc  puifque 
PM  cft  ofdondée  au  cercle,  on  ailra 
PM^  =  aPxP  A.  Donc  en  fubftituànt  cette 
cxpreffioD^à  la  place  du  redangle  àPxPA^ 
on  aura  F  //*:  P  M'  :  :  CB'  :CA\  Se  tirant  leS 
racines  de  chaque  terme  , 

PN:PM::CB:CA.    C.Q.F.D. 

Corollaire. 

a  à  8.  Si  les  deux  diamètres  de  rellîpfe  ton*- 
Jtigucs  Tun  à  l'autre  font  égaux  entr  eux ,  les 
ordonnées  de  rellipfe,  feront  égales  aux  or- 
données côrrefpondantes  dans  le  cercle ,  d'où 
il  fuit  que  pour  qu'une  figure  foit  un  cercle  j 
il  ne  fuffit  pas  que  les  quarrés  des  ordonnées 
foient  égaux  aux  quarrés  des  abfcifles ,  mais  il 
faut  encore  que  ces  ordonnées  faffent  angle 
droit  avec  leur  diamètre.  On  tire  de  cette 
proportion  une  méthode  fort  fimple  de  de» 
crire  une  ellipfe ,  dont  les  diamètres  conju- 
gués font  égaux  &  font  entr'eux  un  angle  dé- 
terminé, comme  on  verra  dans  la  defcripiion 
des  Seâioos  Coniques» 
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OBSERVATION. 

TJous  avons  eonjîderé  jufquici  teUipfe ,  indéptn* 
}iammeru  des  rapports  quelle  peut  avoir  avec  le  cer^ 
tie  >  &  la  plupart  des  démonftrations  que  nous  avons 
données ,  étoient  appuyés  fur  les  propriétés  de  cettg 
tourbe  conjîderée  dans  elle  mime.  De  ces  propriétés 
démontrées  généralement  ^  nous  avons  déduites  celles 
du  cercle  par  des  corollaires  &  âa  fuites  immédiates 
de  ces  propojîtions.  Peut-être  cette  méthode  paroitra^^ 
t-elU  un  peu  difficile  &  recherchée ,  Jt autant  que  Von 
uuroit  pâ  démontrer  toutes  cet  proprîétésd*une  manie-^ 
te  plus  courte ,  en  confiderant  VeUîpfi  comme  un  cercla 
dont  les  ordonnées  ont  été  allùngées  ou  accoarcies 
proportionellement  j  comme  a  fait  Grégoire  de5t« 
Vincent  dans  fon  traité  des  SeSions  Coniques. 
Deux  raîfons  m'ont  engagé  à  fuivre  une  route  diffé'^ 
rente  v  quoiqu'un  peu  plus  difficile.  La  première , 
tefi  qu  ayant  réfolu  de  donner  en  entier  dans  cet 
ouvrage  y  le  petit  traité  des  feSions  coniques  de  M, 
delà  Hire  ;  il  étoit  plus  naturel  de  donner  les  dé^ 
monjîratîons  générales  des  propêfitîons  précédentes, 
en  (e  fervant  des  mimes  principes  y  que  d'employer 
une  autre  méthode  qui  nauroit  eu  aucune  liaifon 
^yec  la  première.  La  Jecondcj  ù^  qui  peut  être  Ia 
plus  forte  y  ejl  quenfait  de  géométrie ,  il  faut  don^ 
ner  les  démonflrations  les  plus  générales  quil  efl 
poffièle.  Or  an  ne  peut  difconvenir  que  Vellipfe  ne 
foit  une  courbe  plus  générale  que  le  cercle  quelle  renfer^» 
me  dansfes  différentes  efpéces.  On  peut  déduire  le  cercle 
de  VeUipfe  en  fimplifiant  les  rapports  d'où  l'on  tire  fon 
équation  ^^  ton  ne. peut  pas  de  mime  déduire 
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teUipfe  du  eercle.  Je  ne  fuis  pas  ajfei  téttiitairi 
pour  blâmer  en  aucune  manière  ^  ceux  qui  ont  fuivl 
I  la  méthode  inverfe  ,  £r  peut  être  doit  elle  être  pré-' 

i  férée ,  puifjueUe  eft  la  plus  proportionnée  à  la  métiuh 

de  de  doSrme^qui  procède  toujours  du  plusJîmpU' 
au  plus  eompofé  ^  €r  que  d'ailleurs  dans  un  traité  Jj/n^ 
thétique^  on  efl  abfolument  olligé  de  conjîderer  le 
rapport  de  tellipfe  au  certle  pour  èftimer  fa  furface 
avec  précifion  6*  pour  toifer  les  foUdes  formés  par 
la  rcyolution  des  ellipfes  ,  des  fegmtnts  ou  feSeurs 
elliptiques  ^  autour  d*un  axe  de  mouvement.  Comme 
cette    partie   n'a  pas  eu  traitée  dans  le  livre  des 
éléments  dt  M.   dc/a   Hire,;  ai    cru   que  tout  le 
monde  la  verroit  ici  avec  plaifîr ,  Gr  qu'il  ny  au^ 
roit  aucun  inconvénient  à  fuivre  une  route  un  peu 
différente  de  celle  que  fai  tenue  dans   les  propoÇi-- 
tions  précédentes,  en  commençant  toujours  par  Us 
propojitions  qui  me  paroitront  les  puis  générales  t 
quoique  cette  méthode  ait  quelque  chofe  de  moins  «m- 
rerjel  que  la  précédente* 

PROPOSITION    XLL 

ThÂORÊM£. 

229.  La  furface  d'une  ellipfe  aBAb,  dont 
a  A  Bb  font  deux  diamètres  conjugués ,  ejl  à  la 
furface  d'un  cercle  décrit  fur  l'un  de  ces  diametrv^ 
comme  le  parallelogramfJk  formé  fur  les  deux  dia-- 
metresj  efi  au  quarré  du  diamètre  fur  lequel  ce  ctT' 
de  a  été  décrit.  (  Figurt  6i  ). 

Démonstkatiok. 

Par  le  point  A  cxtxémiii  du  diamètre  Aof 

foie 
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toit  ftienéô  là  ligne  AD,  parallèle  au  diamè- 
tre conjugué  Bbi  Se  tângisnte  à  lellipfe  en  ce 
}>oint>  du  centre  G  âc  Iraydn  CA  fôit  décrit  iîn 
cercle  AmMaj8td\i ûiètùt centre fdit abaifTée 
ia  droite  CD  perpehdiculailre  fu^  là  tangente 
AD  y  enfirt  par  deux  points  infiniiheilt's  proches 
Fp ,  foient  menées  les  ordonnées  PN  np^  daâs 
ï'ellîpfe,  &  les  oïdonâécs  PM'pm  dans  Icl- 
xlans  le  cercle.  Cela  pôfé^puîfqué  ccsbrdoii- 
tiées  que  f  appellerai  ordonnées  correfpondan- 
tes,  font  infiniment  proches,  on  pourra  regar* 
der  les  petits  trapefes  P  A'n  pPMmpj  comme 
ties  parallélogrammes  puifque  Its  triangles  No  A 
Mom  qù'il/audroit  retrancher  ou  ajôuteif  poùc 
les  rendre  de  vrais  parallélogrammes,  font  infi- 
tiiment  petits,  par  rapport  à  ces  trapefes,  &  par* 
tant  de  nulle  dbniidération.  De  plus  on  imaginé^ 
ra  que  la  furface  de  Tellipfe  eft  compofée  d'une 
infinité  de  petits  parallélogrammes  x>a  trapefes 
^Ppn^  Se  le  cercle  d'une  infinité  de  pfctits  rec- 
tangle MPp  m  tous  pofiés  à  côtéis  les  uns  <ks 
autres.  Nous  nommerons  les  premiers  éléments 
tlliptîquesy  &  les  féconds  éléments  circulaires:  Se 
les   deux    enlemblè    éléments     torrejpondanîs. 
Comme  tes  ordonnées  MP  mp  du  cercle  font  per- 
pendiculaires au  demi-diàmcrre  CA^  le  petit  reè« 
tangle  MPpmjtR  égal  au  produit  de  fa  bàfe 
Ppf  par  fa  hauteur  PM^Sc  Von  aura  PMrnpds 
PMxpP;  mais  il  n'en  eft  pas  de  même  de  l'élé- 
ment  elliptique correfpondant  npPN \  comme 
les  ordonnées  PN^pn  font  inclinées  au  diame-» 
m  CAf  pour  avoir  la  furface  de  T^lémem  PNtipf^ 

h 
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il  faudra  multiplier  la  bafe  P  N  par  h  partie  L I 
de  la  droite  CD  perpendiculaire  à  la  tangente 
AD,  car  cette  ligne  fera  aufli  perpendiculaire 
aux  ordonnées  PNpn  parallèles  k  cette  tangen* 
te.  AinG  Ton  aura  NPpnszP NxLl^  faifanc 
donc  une  proportion  avec  ces  élémens,  &  les 
produits  qui  leurs  font  égaux ,  on  aura 

NPpn:MPpm::PNyLl:PMxPp. 
Mais  à  caufe  des  parallèles  PL  pi  AD,  qol 
coupent  les  côtés  CA  CD  en  parties  propor- 
cionelles ,  on  a 

Ll:Pp::CD:CA,  Se  fZr  la  propofition  40* 
PN:PM::CB:  CA ,  donc  en  multipliant  par  orin 
PNxLl:  PMx  Pp :  ••  CDxCBiCA^  donc  on  aura 
NPpn:MPpm::CDxCB:CA\  c'eft-à- 
dre  que  l'élément  elliptique  eft  à  l'élément  ctT'^ 
culaire,  comme  le  rèéangle  CDxCB  eft  ad 
quarré  du  demi-diametre  CA.  On  démontrera 
la  même  chofe  de  tous  les  élémens  correfpon'^ 
dants  de  rellipfe  &  du  cercle ,  de  partant»  lafam-^ 
nu  des  élémens  elliptiques,  ou  la  furface  de  VelUpfe$ 
aft  à  la  femme  des  éléments  circulaires  ou  à  Ufurfad 
du  cercle;  comme  un  élément  elliptique ^  efi  àVéli'^ 
wnent  circulaire  correfpondant ,  ou  comme  le  reSangU 
.CDxCB  efi  au  quarré  du  demi^diametre  CA: 
mais  le  reAangle  CDx CE  eft  égal  au  parallé*- 
logramme  formé  fur  les  deux  demi-diametres 
conjugués  I  donc  en  défignanc  la  furfacede  Tel- 
lipfe  par  S  eUip.  Se  celle  du  cercle  par  S  citm 
en  aura 

SEUip.zSeir.  ::  CBxCDiCA'r.^CBxCD.^CA^ 
^Ç^eft-à-dLceqQelaAirfàce  de  i'ellipfe,  cft  à  la 
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furfaçc  du  cercle  décric  fur  un  de  fes  diamètres, 
comme  le  parallélogramme  formé  fur  ce  dia*» 
Vnetre  &  fon  conjugué ,  e(l  au  qUarré  de  ce  dia- 
tosetre.  G.  Q.  F.  A 

CoAOLI.AI&B^      I. 

230.  Le  parallélogramme  formé  fur  les  deux 
demi-diametres  conjuguéis  CA  CB,  ou  le  rec- 
tangle CBxCD  eft  aufli   égal  au  redanglt 
CAxBF^  en  fuppofant  la  ligne  JSFabaîITée 
jperpendiculaiiiemient  de  l'extrémité  fi  du  demi- 
diamètre  C  fi  fur  fon  conjugué ,  donc  en  mettant 
CylxfiF.dans  la  dernière  proportion  de  la 
propofition  précédente,  on  aura 
S  eltip.  :S  tir.::CAxBF:CA^::BF:CA^ 
ien  divifant  les  deux  termes  du  fécond  rapport  pat 
CA.  D'où  il  fuit  que  la/cir/ace  de  tellîpfe  ^ejlàla 
furface  £un  tercU  décrit  fur  un  dïamttre'  quelconqHe 
de  cette  courbe  i  comme  la  perpendiculaire  abaiffee  de 
f  extrémité  du  diamètre  CB  conjugué  à  celui  fur  k^ 
quel  on  a  décrit  le  cercle ,  eft  au  demi^diametre  C  As 
rayon  du  même  cercle. 

Co&OLLAIAX      IL 

^31.  Si  Ton  prend  une  droite  RS  moyenne 
^roportionelle  entre  le  demi-diametre  C^  ^  la 
droite  BF  abàiffée  de  l'ext rémité  de  fon  conju- 
gué perpendiculairement  fur  lui  même, la {mhr 
.  ce  du  cercle  décrit  du  rayon  R  S  kra  égal  à  la 
furface  de  l'ellipfe.  Cx  puifque  par  fypothefe  on 
}kCA:RS::RS:BFy  on  àûrd  auffi 
C  AU  R  S': :Ç4t^  F,  donc  permutmvla 
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kytCA^iiBP.fCA  mais  par  le  corollaîrt 
précédent  BF.CA::  S.  eUip.  :  S  cir: 
donc  R  S*  ;  C  A''  :  :  S.  eUip.  i  S.  cir. 
êc  prenant  le&  cercles  décrits  fur  les  rayons 
RS  CA  qui  font  ptopottionels  aux  quarrés 
de  ces  lignes,  on  aura  en  les  défignant  ainâ 
eeré  C  A  pour  dire  le  cercle  fait  fur  CA^ 

cer.  R  S  :  ctr.  S.  CA  :  :  S.  tllip.  51  cîr^ . 
d'ailleurs  la  furface  circulaire  à  laquelle  nous 
comparons  Tellipfe  eft  celle  d'un  cercle  qui  a 
CA  pour  rayon ,  puifqu'oA  a  fuppofé  le  cercle 
décrit  furCyi,  on  aura  donc  le  cercle  fait  fur 
R  S  égal  à  la  furface  de  Tellipfe  ,puifque  kt 
conféquents  de  la  dernière  proportion  font 
égaux  entr'euz« 

CoaortÀtnx    îlt 

SL^l.  Si  les  diamètres C-^  CE  font  perpetl« 
i£culaires  lun  à  Tautrc ,  la  perpendiculaire  B  f 
fe  confondra  avec  le  diamètre  CJB,  les  lignes 
uA  Bb  deviendront  les  axes  de  Téllipfe  3c 
la  proportion  de  Tarticle  précédent  deviendra 
celle-ci  :  S,  eUip.  6.  ciri.BC.^CA,  c'eft  -  à  - 
dire  que  la  furface  de  telUpfè^  ejl  à  celle  d'un  cerck 
décrit  fur  fin  grand  ou  Jur  fort  petit  a^ùe^  comme 
le  petit  axe  ejl  au  grand  axe  ^.  ou  comme  le  gratta 
axe  eji  au  petit  axe.  D'où  il  fuit  encore  que  la 
furface  de  Icllîpfe  eft  égale  à  celle  d'un  cercle 
dont  le  rayon  feroit  moyen  proportioncl  entre 
les  deux  axes  de  TeUipre.  Ce  corollaire  ejl  de  la 
dernière  importance  dans  le  toifé  des  furf aces  eUipti-» 
f«ei|  ^ar  m  n(  chircbt  prefque  jamais  cette  furfaca 


Xlvn  feeoni.       «  ^^^i^ 

par 'Us  diamètres  conjugués,  mais  lien  par  ks  axes 
que  Von  regarde  toujours  comme  les  lignes  les  plus 
intérejfantes  f  fr  que  Von  détermine  préférablement 
à  tout  autre  diamètre ,  à  moins  que  Von  ait  deux  dior» 
métrés  déjà  donnés  dé  grandeur  &  de  portions. 

Co&OLLAIAB      IV* 

a^^.  Suppofant  toujours  rellipfe  dont  CA 
&  CB  font  deux  dçmt-diametrescQnjugués^avec 
le  cercle  décrit  du  rayon  C  A ,  Fig.  7a.  fi  par  un 
point  P  quelconque  du  diamètre  C-^ ,  on  mena 
une  double  ordonnée  NPn  dans  rellipfe  &  par 
le  mçme  point  fa  correfpondante  MPm  dana 
|e  cercle»  le  fegment  elliptique  NAn  fera  aufeg^ 
jnent  circulaire  MPm 3  comme  BF  efi  à  CA9 
çeji  -  i  -  dire  comme  la  perpendiculaire  4tAaiff(k  ie 
f  extrémité  B  du  demi  -  diamètre  CB  9  Jw  firk 
conjugué  CA9  eft  à  ce  demi-diametre  CA  ;  car  oq 
démontrera  de  même  que  dans  la  propofi(ioQ 
préfente  ^le.  premier  corollaire ,  que  toui  lea 
éléments  du  fefteur  elltptique>font  aux  éléments 
circulaires  correfpondants  ;  comme  le  parallelo^ 
grame  fur  B  C  CA  eft  au  <]uan:é  9^  QA  ^  qu^ 
commç  B^k  ÇAx 

CoEotLAïas     T« 

234.  Si  du  centre  C(fig.  62.)  on  mena 
aux  extrémités  des  doubles  ordonnées  Af  m  Nrk 
les  droites  CM  Cm,  C  N  Cn,  il  fera  facUb 
de  démontrer  que  le  triangle  C  N'n,  eH  au 
triangle  CMxnx  comme  BFk  CA,  ou  que 


r^tf  De  tEUipft. 

C  Nn  :  Cti%  ::BF:CA^  d'ailleurs  tioos  aTom 

par  le  précédent  corollaire 

NAn:MAm::BF:CA 
flonc  CNn:  N  An  :  :C Mm:  MAm, 

donc  en  compofant  de  alternant 

CNn  \  NAn:  CMm  \  MAm::  CNn  iCMm  :  :  BF  :  Cjt 

Oejl'^à'dire  que  lafurface  d'un  feSeur  elliptique ,  ejf 
À  celle  dufeSeur  circulaire  correfpondant  9  comme  U 
droite  B  F  (  déterminée  comme  aous.  le  fup-« 
fofons  )  efi  au  demi  -  diamètre  ÇA. 

Corollaire    VIv 

û3  J.  11  fuît  encore  de  cette  propofidoa  que 
h  furface  d'un  ellipfe  dont  j(ia  bB^  font  deu» 
diamètres  conjugués  (%•  63  )  elt  égale  à  celle 
d'une  autre  ellipfe  qui  auroit  pour  axe  une  dr(^te 
D d  coroprife  entre  les  tangentes  BDbd  paral- 
lèles au  diamètre  A  a ,  menées  par  les  extré- 
Aiités  du  diamètre  Bb;  car  la  furface  de  rcllîpfç 
qui  a  les  droites  AaDd  pour  axe ,  efl  à  la  furface 
du  cercle  décrit  fur  A  a;  comme  D  C  cft  à 
CAyScdt  ^me  la  furface  de  Tellipfe  dont  AtL 
Se  bB  font  Tes  diamètres  conjugués  >  eft  à  la 
furface  du  cercle  fur  A  ai  conunc  B  f 
ou  D  C  qui  lui  eft  égal,  cAkCA:  donc  ces  deux 
furfaces  elliptiques,  ont  un  même  rapport  avec 
la  furface  du  cercle  décrit  fur  C-<i,  donc  ellcs: 
font  égales  encr'eiles.  On  peut  encore  démoatrer:- 
ce  corollaire  d'une  autre  manière  comme  il  fuit. 
Puifque  ces  deux  ellipfes  a  BAb^a  DAd,Gg.6i. 
font  comprifes  entre  mêmes  parallèles^  il  y  a 


Livft  fécond.  iS'f 

même  nombre  d'éléments  dans  Tune  Se  dans 
Taurre,  Il  eft  évident  de  plus,  que  la  ligne  BJ  ou 
Z)  CcR  celle  qui  doit  mefurer  le  nombre  des 
éléments  ^  ainfi  il  n'y  a  qu'a  faire  voir  que  les 
éléments  de  lune  font  égaux  aux  éléments  cor* 
refpondants  de  l'autre.  Par  un  point  P  foie  me- 
née Tordonnée  PN^  &  fur  le  prolongement  de  la 
même  ligne  Tordonnécpn.  Dans  VellipÇe  aBAb , 
on  aura  PN^  :  CB^ -CP"^ ::CA':CB\  donc 
PiV*  =  ^î^££i  X  CA'  de  même  dans  rellipfe 
aDAd,  on  aura  K  :  CD'-CP"^  :  :  C4'  :  CD\ 
donc  pn^^^^'^-^xCAK 
Mais  à  caufe  des  triangles  femblables  CBD^CPp 
on  a  CB:CP::CD:Cp,  donc CB':CP\:CD':Cp\ 
&  diyidendo  CB^-^CP^i  CB'::  CD'^Cp^:  CD\ 
ou^i^=^  =  i^^^ii:£^,  d'où  il  fuit  que  les  or- 
données correfpondantes  PN,pn  font  égales; 
puifque  les  quantités  qui  multiplient  CA  le  font 
entr'elles.  Donc  ces  deux  elUpfes  font  auIQ 
égales^ 

REMARQUE. 

Ce  corollaire  eft  encore  vrai  dans  le  cas  oà 
les  deux  elHpfes  qui  ont  un  diamètre  commun , 
auroienc  au{Ii  des  diamètres  Bb  Di  inégale- 
ment inclinés  »  mais  compris  entre  les  parallèles 
B  D  b  d^êc  c'eft  une  propriété  générale  &  com^ 
œune  à  toutes  les  feâions  coniques* 

PROPOSITION     XLII. 

P  R  0  B  L  È  M  E. 

2^6^  Trouver  Ufurface  i'unt  ellipfe  dont  A 9 

Liiij 


'\69  Der^Ellipfi. 

B  bfont  deux  iiamttra  déterminés  de  graif(kttr  â^ 

4e  pojition* 

S  o  t.  u  T  I  o  K.. 

On  cherchera  d'abord  Ja  furfaçe  d'un  cercle 
qui  auroit  un  rayon  égal  àCAy  en  fe  fervaot 
du  rapport  de  Mctius  pour  déterminer  I9  chrçon* 
ference  de  ce  cercle ,  quî^  eft  à  peu  près  3  55^ 
lorfque  le  diamètre  eft  exprimé  par  1 1 3  on  dira 
donc  113  :  3  J  y  :  :  CA  :  fff  x  CA  :  ce  qua- 
trième terme  eft  la  demi  circonférence  du  cercle 
qui  auroit  CA  pour  rayon,  m^ltipKanc  cett& 
quantité  par  le  rayon  on  aura  ou  la  furfacedç 
ce  cercle  -fH  C/i'*^ .  Cette  furface  ainfj  déter- 
inin^e  3  on  ahaiflera  l^  droite  B  F  de  Fextrémité 
B  du  diamètre  Bb ,  fgr  fon  conjugué  aA ,  &  Ton. 
ïera  CA:  BF::  ^C^^:^^^={^CÀxFB, 
&  le  quatrième  terme  fera  la  furfece  de  Tel- 
lipfe.  Si  les  diamètres  j -/4  bB  font  à| angles, 
droits ,  ou  font  les  axes  de  Teilipfe ,  on  aura 
alors  JS  F  =  BÇ  &  partant  la.  furface  de  Teh- 
lîpfe  eft  à  peu  piès  les  if|  du  reftangle  des 
deux  demi-axes.Çctte  folution  fqit  évidçqiixient 
de  tour  ce  qui.  précède  &  n'a  pas  bçCpi?  d'aup:^ 
démonftrâtion. 

PROPOSITION    XLIIX- 
PROBLÈME. 

fi^j. Trouver  U/krJaee  d'un feg[mentelUptîque^^^ 
par  une  corde  quelconque  N  n  &^  une  partie  djji  pcr]^ 
mettre  de  Vellipfe.  (  fig.  62*) 


F' 


Par  le  centre  C  de  l'ellîpfc,  &  le  point  P 
imUieu  de  la  corde  Nn^  on  xnençra  un  diamètre 
«  CF  A^  au(}Uel  on  mènera  fon  conjugué  B  h 
puis  ayant  décrit  un  cercle  far  le  premier ,  par 
le  point  P  on  mènera  une  corde  M  P  m>  qui 
déterminera  le  fegment  circulaire  correfpon- 
dantaufegmént  elliptique  donnée  dont  on  cher- 
chera la  furfacçi  que  nous  repréfenterons  pat 
MAm^  enfin  ayaqt  abaiiTéla  perpendiculaire  BF^ 
on  fera|cctte  proportion  ^F:C^::Af-.4m:^^, 
4c  ce  decpier  terme  exprimera  la  furface  du 
fegment  elliptique.  Si  le  diamètre  ÇA  coupoit 
If^  corde  Nn  perpendiculairement ,  Tordoi^^  . 
née  Mm  qui  détermine  le  fegment  circulaire 
corrçfpoifdant,  fe  confondroit  avec  la  corde  Nn^ 
les  droites  Aa^Bh,  feroient  les  axes  de  l'ellipfe» 
&  Ton  auroit  la  furfacç  de  ce  fegmept  de  \% 
même  manière.  Ainfi  pour  trouver  Taire  d\in 
fegment  elliptique  quelconque^  il  faut  chercher 
d'abord  le  fegment  circulaire  corrçfpondant»  8c 
le  multiplier  par  le  rapport  du  diamètre  a^  fut 
lequel  on  a  décrit  le  cercle,  à  fon  conju^. 
ÇuéBC 

ÇROPOSITIQN    XLIY- 

VROB  LÉ  ME.^ 

A38.  Trouver  la  fur  face  â^unftâtûr  elUptifuef 
fprmépar  itux  droheiC  N  Ç  n  &  une  partie  N  A  Q 
i^u  ^irîm^n  de  rtUipJe.  (  fig.  62  ) 


1 


t7«,  V^   VEllîpJe. 

Solution. 

Par  les  points  iVn ,  on  mènera  une  droite  Nn  j 
par  le. point  P  milieu  de  cette  corde  âc  le  centro 
C,on fera paflcr un  diamètre  CP  Aj{m  lequel 
on  décrira  un  cercle  MAm  :  au  point  P ,  on  éle« 
vçra  la  double  ordonnée  mP  Àî^  A:  Ton  tirera 
au  centre  C,  les  droites  CMCm,^  pour  avoir 
un  fefteur  circulaire  correfpondant  au  fefteur 
elliptique  propofé.  On  cherchera  d^abord  la 
furfaçe  de  ce  fefteur  circulaire  en  multipliant 
Tare  M  A  m  par  la  moitié  du  rayon  CA^  8ç 
ayant  mené  le  demi-diametre  CE  parallèle  à 
la  corde  Nn  8c  conjugué  à  CA ,  &  abaifTé  la 
perpendiculaire  BF,  on  fera  cette  proportioa 

CA:BF::MAwxiCA:ëé!!!^^^ 

uA 

d^où  il  fuit  que  pour  trouver  la  furface  d'uQ 
fe^eur  elliptique  quelconque  il  faut  d'adord  dé- 
terminer le  fefteur  circulaire  correfpondant  âç 
multiplier  Tare  de  ce  feâteuF  circulaire  par  la 
moitié  de  la  droite  £Fqui  fera  un  des  demi  axes 
lorfque  le  diamètre  qui  coupe  Nn  en  deux  éga^ 
lement  fera  perpendiculaire  à  cette  corde, 

PROPOSITION     XiV^ 

PROBLÈME. 

53  p.  Une  tUipft  BAN  étant  donn^  (  fîg.  62.  ) 
dont  Ç\k  &  C^  font  deux  diamètres  conjugués 
tun  à  Vautre^  trouver  un  JeSieux  N  GA  ^ui  Joi( 


4)  ta  Juifaet  de  VeUipfe  dans  une  ralfon  donnée  % 
oUfJi  Von  veut  .punager  fellipfe ,  en  tm  certain  nom^ 
^e  de  parties  égala  en  commençant  par  une  Itgnp 
^i  va  du  centre  C  â  un  fcint  déteaniné  A  du 
f^rimem  4/t  cette  courhe.        •  ^ 

SOLVTIOH^ 

Son  propofé  par  exemple  de  trouver  ud 

feflcur  A  CN  qui  foit  la  huitième  partie  de  Tel- 

lipfe»  ou,  fi  Ton  veut,  de  partager  rellipfc  eo 

huit  parties  égales  par  des  lignes  menées  du 

centre  vers  le  périmètre ,  à  commencer  par  la 

ligne  CAi  avec  cette  ligne  comme  rayon» 

on  décrira  un  cercle  du  centre  C,  on  prendra 

Tare  A  M  égal  à  la  huitième  partie  de  la  cir*« 

conférence,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  on  fera 

Tangle  ^  C  Ai  de  4$  dégrés ,  du  point  M  on 

abaifera   l'ordonnée  MP  perpendiculaire  au 

diamètre C^ ,  par  le  point  P  ainfi  déterminé^ 

on  mènera  la  droite  PN  parallèle  au  diamètre 

Cfi,  &  Ton  tirera  la  droite  CN  qui  donne 

le  feâeur  demandé  égal  à  la  huitième  partie  de 

la  furface  de  leUipfe.  Car  puifque  Tare  du  cercle 

A  M  z  été  fait  égal  à  la  huitième  panie  de  la 

circonférence  »  le  fedcur  ACM  fera  la  hui« 

tieme  partie  du  cercle,  d'ailleurs  à  caufe  de 

rordonnée  PN  menée  dans  Kellipfe  par  le 

même  point  P  que  Tordonnée  P  M,  le  feâeur 

elliptique  eftun  fedeur  correfpondant  aufec: 

leur  circulaire  ACM"- 

4piK>NCA:MCA::BF:CA(mim2iO) 

BF:CA::S,eaip.:S^cir. 


ijtï    "  De  rEUîpfe. 

àenof^CA  iMCA  .-.•  S.  tUip.  .*  S.  cîr.  Se  partaiMl 
le  feâeur  elliptique  eft  la  huitième  partie  de  la 
furface  de  reliipfe ,  puifquei  par  conftruâion,le 
feâeur  circulaire  eft  I9  huitième  partie  de  la  fur« 
face  du  c^cle,    *  • 

DipiNITIOK, 

240.  Deux  cllipks  Cent  femblabks  ,lof[qu  on 
peut  leur  infcrire  des  figures;  femblables  d'uQ 
même  nombre  de  cotés. 

PROPOSITION    XLVI. 

St^u  Si  les  deux  axex  AB  DE  d'une eUîpfeu 
Jcnt  propcrtionels  aux  deux  axes  a  b  d  e  d*une  autre  ^ 
ces  deux  ellipfesferontjemblabks  entr'ell^s^ 

DÉHQHSTaATIOK. 

Par  les  foyers  F/foîent  menées  les  droites  GFR 
g/ A,  qui  feront  chacunes  égales  aux  paramètres 
des  axes  AB  ah.i  num.  1 4 1  )  &  foient  tirées  les 
droites  AD,  DG,GB,GH,HE,EAdzm 
Tune,  ai  les  droites  ad^dg^gb  fgh^hef  ea  dans 
f  autre  ;  il  eft  aifé  de  faire  voir  que  la  première 
£gure  fera  femblable  à  la  féconde,  il  n'y  a  qu'à 
montrer  que  chacune  eft  compofée  d'un  mémo 
nombre  de  triangles,  &  que  chacun ^ft  fembla-^ 
bleà  fon  correfpondant.  i®  le  triangle ^DC 
reâangle  en  C ,  çft  femblable  au  triangle  reQann 
gle  adc*  Car  puifque  les  axes  font  proportion 
nels»  les  moitiés  le  feront  aufli,  Se  Ton  auni 
AC:  CD  II  ^ùicÂ  donc  ççs  triangle^  fom 


tipté  ftcofià.  17  j^ 

femblablés  puîfqu'ils  ont  un  angte  égal  compris 
entre  côtés  proportioncls*  Par  la  même  raifon 
2> C B  eft  aum  femblable kdcb.  On  démon- 
trera avec  la  même  facilité  que  le  triangle 
DGBy  eft  femblable  au  triangle  dgb^  en  fai« 
fant  voir  qu'ils  ont  un  angle  égal  B ,  h  compris 
entre  côtés  propottionels ,  èc  pour  cela  il  fau- 
dra établir  auparavant  la*  (imilitude  des  trian* 
gles  reâangles  Gi^JÎ  g/i  ce  qui  ne  fouffrc 
aucune  difficulté.  On  démontreroit  les  mêmes 
chofes  de  l'autre  côté ,  donc  la  figure  ADGBtiÊ 
eft  femblable  à  la  £gure  adgbhe  &  partant 
lellipfe  ^Dj5£  eft  auifi  femblable  à  l'ellipfe 
mibe  C.Q.  F.  D. 

CôR0tLAIItX« 

à42Xes  ellipfes  femblables,  ou  dôbt  les  axes  font 
{)roportionels9  font  entr'elles  comme  les  quarréi 
des  mêmes  aices»  des  paramètres ,  des  axes  où 
diametfes  femblableinent  tirés ,  ou  comme  les 
quarrés  des  ordonnées  qui  pafTent  par  les  foyers. 
Car  il  efl  aifé  de  conclure  des  anicles  2^^ 
de  2  3  5 ,  que  les  aires  de  deux  ellipfes  quelcon- 
ques font  entr'elles  comme  les  reâangles  dc$ 
aeuxaxesyôu  comme  les  parallélogrames  for« 
Tués  fur  deux  diamètres  conjugués  quelconques  » 
qui  font  égaux  à  ces  reâangles,  fuivant  ces 
articles  ;  donc  en  défignaht  Tellipfe  dont  A  B 
icDE  font  les  axes  pat  A  B  DE  Se  celle  qui  a 
pour  axes  les  droites  ab^  de  p^tabde,  on  auroi^ 
ABDEiabdi::  ABp^DExabxdt 


'if4  £>«  tÊÛipfi. 

tnaik  AB :  î)E-.tab:dejpzt hgrpotliefe» 

&      ^B:  ^£  ::«&:«». 

donc  en  multipliant  par  ordte. 

uiB*:ABxDE::sb*iab)idt 
doac  ABD  E  :  abdt  i  :  A  B* :  ab'  CQ.F.D» 

REMARQUE. 

• 

Il  he  faut  pas  confondre  une  ellipfe  fetnbià^ 
ble  à  Une  autre ,  avec  une  autre  courbe  dont  la 
courbure  eft  partout  également  di fiance  de  celle 
d'une  ellipfe  donnée  ^  ou  parallèle  au  péri- 
mètre de  cette  ellipfe.  On  démoncre  que  cette 
courbe  eft  d'un  degré  fupérieur  Se  ne  peut  être 
prife  pour  une  ellipfe.  Cette  vérité  fera  fecik 
à  appercevoîr  *  fi  Ton  fait  attention  qu'en  al- 
longeant les  deux  extrémités  dos  axes,  4lune 
même  quantité,  les  nouveaux  axes  qui  enréfut 
tent  ne  font  pas  proportionels  ,  à  moins  que 
ces  axes  ne  foient  égaux ,  auquel  cas  Tellipfe 
devient  un  cercle*  Dans  tout  autre  cas  ,  Il 
Ton  vouloît  décrire  cette  courbe  on  pouroit  le 
faire  aifémentpar  le  moyen  des  perpendiculaires 
aux  tangentes,  en  fuiyant  ce  qui  a  été  dit,  (arté 
170.  )  pour  mener  ces  fortes  de  lignes  à  une 
tangente  quelconque. 

On  voit  encore  qu'il  n'eti  eft  pas  dts  d* 
lipfes  comme  des  paraboles^  qui  font  toute! 
des  figures  femblables. 

Fin  de  tEmufu 


iç:  ^     Pa^cj.7^        fl 
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DE  L'HYPERBOLE, 

LiyRE    TROISIEME. 

Des  propriétés  de  THyperbdle  confiderée  fuf 
un  Plan< 

Génération  (x  iefcripûon  de  cette  Cùufbeé 

^43.  jp  /|  IVon  a  fur  un  plan(ûg.  6$  ) 

une  ligne  droite  IT»  dip'^ét 
en  deux  également ,  en  C  t 
&  deux  autres  points  F  D  y 
fur  la  même  l'^ne  ^  chacun 
également  éloigné  du  point  C  9  je  dis  que  ton 
pouta  trouver  une  infinité  df  poinss  P  ou  p,  â 
droite  &  à  gauche  de  la  ligne  I  T  ,  prohngéi 
Indéfiniment  de  part  &  dtautrz  vers  G  &  gt 
tels  que  la  différence  des  lignes  F  P  P  D^  M 
F  p  p  D  menées  de  chacun  de  ces  points  P  ou  p 
aux  points  F  D  »  fait  toujours  égale  à  la  mtme 
ligne  I  T  ;  ou,  ce  qui  efl  la  mime  chofe  ,  que 
Ion  aura  pour  un  point  quelconque  P  ^11  p> 
FP~PD(>aPD^PF»IT,  tf  de  mifni 
pD~pF»IT. 


*7^  DeVtîyperhote; 

Démonstratiok; 

î)\i  point  F  comme  centre  avec  un  rajrôii 
^quelconque  FG ,  on  décrira  Un  ârc  de  cerclô 
pGP  d'une  grandeur  indéfinie  de  part  &  d'au- 
tre de  la  ligne  IT;  3c  ayant  tnfuite  porté  là 
partie  D  T  de  Ten  ri  du  point  î)  comme  centre 
avec  tm  rayon  d  G^  oh  décrira  un  autre  arc 
de  cercle  iqui  coupera  le  premier  en  deuk  poînrs 
p  P  qui  feront  tels  que  Ton  aura  f  P  —  PD=zIT^ 
car  par  Thypothefe,  les  parties  IF  DT font  éga- 
les, &  l'on  a  fait  dT=DT,  donc  Fd  =  IT^ 
Ce  la  pofé ,  à  caufe  du  cercle  dont  d  G  elt  le 
rayon ,  on  âDP  =  dG,&  à  caufe  du  cercld 
doflt  F  G  eft  le  rayon  ,  oh  a  FP  i±i  FGi  Donc 
FP-P D  =  FG^dG=^Fd  ou  IT.  SiVoû 
Xreut  avoir  encore  d'autres  points,  du  point  F 
cortmc  centre  on  décrira  une  autre  portion  de 
cercle  avec  un  autre  rayon  FG^  èc  coupant 
le  premier  cercle  en  deux  points  par  un  autr^J 
cercle  décrit  du  point  D  comme  centre  avec* 
un  rayon  dG  ,  on  aura  encore  deux  autres 
points,  il  eft  de  glus  évident  que  l'on  pourà 
trouver  une  infinité  de  points  toujours  tels  quo 
FP^DP:=IT.      C.  Q.  F*  D. 

REMARQUE 

244.  Il  eft  aifé  de  voir  que  le  rayon  Vârîi^ 
ble  FGi  ne  peut  pas  être  plus  petit  que  FT^ 
car  alors  les  cercles  décrits  du  rayon  FT^  Se 
du  rayon  DT,  ne  font  que  fe  toucher,  &  Û 
le  point  G  tomboit  entre  les  points  C  kT^ 

commis 
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'COmme-cn  G^les  cercles  décrits  des  poînits  F 6c  D, 
'vec  les  rayons  FG^  &  dG^  ne  pourroient  plus 
fc  couper  ni  fe  toucher  en  aucun  point.  Il  cft 
encore  évident  que  Ton  pourra  trouver"  de  la 
même  manière  une  infinité  de  points  de  Tautre 
côté  de  la  ligne  i  T,  &  qu'un  rayon  F  G  avec 
fon  côrrefpondant  d  G ,  peuvent  fervîr  à  trou- 
ver les  quatres  points  P  p  Pf ,  audeffus  Se  au- 
^leflfous  de  G ,  qui  ayent  les  mêmes  propriétés  ; 
"enfin  que  les  courbes  oppofées  qui  pafTeronc 
par  ces  deux  fuites  de  points^  feront  entière- 
ment égales  &  fembiables. 

Co&OLLAlRB. 

045.  Il  fuît  de  cette  conftruftion  que  fî  Ton 
joint  deux. points  P  p  par  une  droite  POp^ 
^:ette  ligne  fera  perpendiculaire  à  la  ligne  I T» 
prolongée  autant  qu'il  eft  néceifaire.  Car  à  caufe 
du  cercle  dont  DP  eft  le  rayon ,  les  points  P  p 
font  également  éloignés  du  point  D  ^  Se  k 
caufe  dti  cercle  Fp  eft  le  rayon ,   les  mêmes 
pcSnts  P  p  font  également  éloignés  du  point 
F  de  la  même  droitte  IT,  donc  cette  droite  a 
deux  de  (es  points  également  diftans  des  exrré-> 
înitcs  de  la  droite  Pp,  elle  lui  eft  donc  perpen- 
diculaire >.&  réciproquement  ,  la  drçite  Pp 
lai  fera  perpendiculaire*  Il  fuit  encore  de  là  que 
fi  par  un  point  P  on  mené  une  ligne  perpen- 
diculaire à  la  ligne  IT,  cette  ligne  pafTera  auflî 
par  l'autre  point  p ,  8c  fera  coupée  en  deux 
également  au  point  O  »  car  fi  cela  n'étoit  pas 
h  démonftration  précédente  feroit  fauffc.  Il 

M 
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fuie  de  plus  de  cette  conÔruâion  ,  que  la  ligna 
courbe  PPTpp  &  fon  oppofée  PPlpp  s'éloignent 
àTinfini  du  point  C,  &  que  leurs  branches  s  eloi^ 
gnent  auffi  couiinucllemcnt  Tune  de  l'autre;  car 
l'angle  DFP  s'augmente  continuellement  à  mc- 
fure  que  les  rayons  F  G  deviennent  plus  grands. 
Enfin  on  voit  clairement  que  les  deux  courbes 
cnfemble  ou  féparément,  ne  peuvent  jamais 
eofermer  un  efpace^ 

DEFINITIONS* 

L 

^^6.  Chacune  des  lignes  courbes  qu!  paflênt 
par  les  points  Pp  ,  s'appelle  hyperbole^  &  les 
deux  enfemble  s'appellent  hyptrboUs  oppofées. 

IL 

247  Le  point  C,  milieu  de  la  droite  I  T, 
s'appelle  centre  des  hyperboles  oppofées. 

II  L 

^48.  Les  points  F  D  placés  fur  la  ligne  TT, 
i.  égale  diftance  du  centre  C,  font  nommés 
foyers  des  mêmes  hyperboles^ 

IV, 

245^.  La  ligne  droite  IT  prolongée  autant 
que  Ion  voudra,  efl  appellée  axe  déterminé^  ou 
premier  axe  des  hyperboles  9  &  la  droite  NCM 
perpendiculaire  à  cet  axe  &  qui  paiTc  par  le  cen- 
tre I  efl  appcllctjecondaxe  indiitcnnîné  des  mêmes 
courbes». 
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V. 

a  Jo.  Les  lignes  droites  comme  P  O ,  menées 
d*un  point  de  la  courbe  perpendiculairement  à 
fon  axe  »  font  nommées  ordonnées  ou  appliquées 
au  même  axe  :  une  droite  Pp  eft  une  double 
ordonnée  à  Taxe  ITj  car  on  a  vu  que  toutes 
ces  lignes  font  coupées  en  deux  également  pac 
Taxe.  (num.  245 •) 

VL 

2p.  Les  lignes  droites  comprîfes  entre  les 
extrémités  de  Taxe  &  la  rencontre  des  ordon- 
nées font  appellées  abfeijfes  ou  coupées  de  Taxe 
par  rapport  à  ces  ordonnées  ,  ainfi  10  OX 
font  les  abfciffcs  de  l'ordonnée  P  O. 

VIL 

• 

i  J  2.  Toutes  les  lignes  qui  paflcnt  par  le  centre 
des  hyperboles  &  fe  terminent  de  part  Se  d'autre  à 
chacuiy  des  hyperboles  oppofées  font  appellées 
diamètres.  Léf  lignes  qui  pafTent  par  le  centre 
ic  ne  rencontrent  point  Its  hyperboles,  font 
appellées  diamètres  indéterminés. 

V  I  I  L 

2  J5.  Une  ligne  droite  qui  ne  rencontre  l*ky- 
perbole  qu'en  un  point  Se  ne  peut  la  coupes 
étant  prolongée ,  eft  appellée  tangente  en  oq 
pgint. 

Mij''** 
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PROl^OSITION     I. 

ThâoKême. 
2^^é  Suppofant  la  conJîruSion  précédente  de  TAy- 
perbole ,  (  fig.  66.  )  Je  dis  que  le  quarré  d'une  ordori,^ 
née  ?Oà  taxe  IT,  efiaureRangU  lOxOT 
defesabfçiffes  lO  OT,  comme  le  reSangle  I  FxFT 
oulD  X  DT   ejl  au  quarté  de  CT  moitié  du 
premier  axe  IT,  ctft-à-dire  que  ton  aura  tou-^ 
jours  cette  proportion  pour  une  ordonnée  quelconque. 
PO*  :  lOxOT:;  IDxDT  :  CT*. 
Dâmonst&ation. 
Par  les  foyers  F  D  Ôc  le  point  P  origine  de 
Tordonnée PO,  foient  menées  les  lignes  FP 
PP,  de  ce  point  P  comipe  centre,  avec  le 
rayon  I)  P  foit  décrit  un  cercle  qui  coupe  Taxe 
J  Ten  deux  points  D  G ,  &  la  ligne  FP  en  A , 
&  foit  prolongée  la  ligne  FPjufqu'au  cercle 
cnB,  on  aura  F^  ou  FP-^^P  =  ZT,  car 
AP=:=PD,  ùr  par  la  génération  de  Vhypcrbole 
FP^D  P  =  1T:  donc  fi  l'on  divife  cette  ligne 
FA  en  deux  également  en  K ,  on  ama  FK=CT. 
Cela  pofé,  à  caufe  du  cercle  on  aura  F  G  x  FD= 
FAx  FB,  d'où  Ton  tire  FA  :  FD  ::FG  :  FB, 
&  prenant  les  moitiés  de  chaque  terme  FR 
ouCT:CD::CO:RP, car  à  caufe  du  cer- 
cle les Tegmens  DO  âc  OG  étant  égaux , 
aùifî  que  ks  parties  CF  C  D,  on  a  FG=s 
n>4-2)G,  =2CD+iOD, donc  ^^=CD+OD 
ssCOj  on  verra  auffi  aifément  que  /J  P  =s 
21,  aîFB  =  FA+AB^2RA+2AP 
ioac^  ^RA±AP:=^RP. 
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reprenant  la  dernière  propoilÉon,  on  aura 
tompontnio 

CT:  CT^CD ::C0:  CO+RP  8c dtemanda. 
Cr.ÇO:  :  CT^C D  :  CO+RP.  &  encore comp. 
CT:  CT+CO  ::  CT+CD  :  CT+CD+CO+RP. 
PU ,  en  r^duifant,  CT;I0:;IP  :JP+  FO  j 
en  mettant  JCà  la  place  dç  C  T,  dans  le  fé- 
cond Se  troificme  terme ,  &  dans  le  dernier ,  le$ 
lignes  FRy  à  la  place  de  C  T  &  C  F  à  la  place 
de  CD,  fi  on  reprend  encore. la  proportion 
primitive  CT  :  CP:;  COiRP,  on  aura  (fi? 
vïden4,o. 

CT:ÇD-CT::Ç0iRP-CO  Sç  atter^, 
nando. 

ÇT:C0::CD-CT;RP-CO  *  faifaot 
encore  un  dividendo. 

CT:  ÇO^CT  :  :  CP-CT:  RP^CO-CD+CT. 
ou  en  réduifant  ÇT.OT::  DTiFP^FQ, 
en  mettant  dans  le  dernier  terme  FA  à  la  placQ 
de  CT,  &  CFk  la  place  dç  CD  ;  fi  donc  on 
fnultipliç  les  deux  dernières  proponioQS  réfuU 
tantes  les  unes  par  les  autres ,  on  aura 
CT^  :  lOxOT  ::  lDxDT:(  FP+FO  } 
x(fP-FO)=FP*-F0*«POScaràcaufQ 
du  triangle  re^angle  FO  P  il  eft  clair  que  Ton 
a  PO"  =:FP'  —  FO*  donc  invtrttndo  Se  aUtrn^ 
PO':10xOT:;IDxDT:CT.C.Q.F.D. 

Si  le  cercle  décrit  du  rayon  DP  y  ne  fytfiit 
que  toucl^  le  prolongement  de  taxe  \  T  $  c^ 
qui  arrivèrent  danf  le  cas  aà  t  ordonnée  p^e-K 
roit  par  U  foyer ,  la  proportion  Jferoit  toujours 
l4  mime  Cr   la  démunjîration  nUn   icyiwdxQik 
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que  plus  facile  >  |p  auroit  alors 
PD^:IDxDT::IDxDT:CT*. 

Co&OLLAIEfi      L 

'  2J^Puîfquero^aPO^JOxOT::JDxDT:Cr, 
fi  par  un  autre  point /^  de  l'hyperbole  ou  de  fon 
oppofée,  on  mené  une  autre  ordonnée  po  àf 
Taxe,  on  aura  encore  ;?«*  :  loxoT::  IDxDT:  CP  » 
mais  dans  ces  deux  proportions  le  dernier  rap- 
port cft  toujours  le  même  ;  donc  on  aura 
P 0^  :10 xO  T  :  : p  0*  :  loxoT;  ou  ahernanda 
P  0':p  0^  :  :  lOxOT  :  IsxoT;  d'où  il  fuît 
que  dans  rh]rperl>ole  ou  dans  les  hyperboles 
oppofécs  les  quarrés  de  deux  ou  d'un  nombre 
quelconque  d'ordonnées  y  font  entr'eux  corn* 
me  les  produits  des  abfeifles  correfpondantes 
à  ces  ordonnées. 

Au  lieu  des  reflangles  lOxOT  loxoT^ 
on  peut  mettre  des  expreffions  qui  leurs  font 
égales Cr-CO*&  CT-Co.lHous  nous 
fervirons  de  Tune  ou  de  l'autre  expreffion  fé- 
lon qu'elles  feront  plus  commodes  pour  les 
démonflratlons. 

COEOLLAIEE      IL 

st^6.  Si  du  point  T  origine  de  l'axe  /Tcom- 
me  cçntre^  arec  un  rayon  CD,  on  décrit  une 
portion  de  cercle  qui  coupe  l'axe  indéterminé 
en  deux  points  M  Se  N^  on  aura ,  après  avoir 
tiré  T  Aï,  dans  le  triangle  T  CM^  C  AT^ 
T  AT  ^Cr:=zCD'-CT'^IDxDT. 
Donc  dans  les  proportions  précédentes  »  on 
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^oorra  mettre  CM'  à  la  place  du  reftangle 
IDyD  t.  Ainfi  l'on  aura  pour  chaque  ordonnée 
P0\  i  O  X  0  T::  CAf *  :  CT\  Si  l'on  prend 
CN^CM,  la  ligne  entière  MN  fuppofée 
perpendiculaire  à  l'axe  IT  tH  appcliée  /«on4 
axe  des  hyperboles  oppofées;  ou  axe  con/HgM^ 
au  premier  axe  I  T. 

Corollaire.    II I* 

257.Puifque  l'on  a  P  OMOxOT::CAi*:CT» , 
on  aura  auffi  PO':  lOxOTn  MN'  :IT*i 
csltMNcÎï  double  de  CM,  &  ITcft  double 
de  CTf  donc  leurs  quarrés  feront  entr'eux  comr 
me  cetix  des  lignes  CM&  CT. 

PROPOSITION    II, 

T  If  £  O  R  £  M  £. 

Si  par  un  point  P  de  tant  des  hyperboles  oppofées  i 
en  mené  une  droite  P  p,  paralltk  à  Tiwe  I  T,  qui 
rencontre  Vautre  hyperbole  dans  un  point  p ,  je  dis 
que  cette  Vigne  P  p  fera,  coupée  en  deux  également 
en  Q  par  le  fécond  axe  MN  prolongé  ^  /Uejiné.^ 
cejfaire.  {iig.  66.) 

DéMOMSTRATIOK. 

Cette  propofitîon  fuit  évidemment  ât  (a 
conftruftion  des  hyperboles  oppofées,  car  puîf- 
que  ces  deux  courbes  font  égales,  femblables. 
Se  femblablement  difpofces  à  f  égard  de  leurs 
axes  communs  IT  MN*,  les  ordonnées  PQ 
p  0  feront  égales  entr'elles  y  étant  d'aillcuf S: 
parallèles,  &  comprife«ntrç  parallèles,  don» 

Miv 
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leurs  abfcîflcs  O  Ty  la  feront  aaflî  égales  i 
on  aura  donc  en-  leurajoutant  les Kgneségalcs 
CT  CI,  CO=zCbdc  k  caufe  des  paraUéle^ 
Pp  Oo. on  aura  PQ=pQ.  C.  Q.  F.  D. 

REMARQUE^ 

ayp*  tes  ordonnées  fervant  a  Jétermîncr 
les  points  des  hyperboles»  par  le  moyen  da 
rapport  confiant  qu'elles  ont  avec  leurs  abfciflès». 
on  peut  auili  déterminer  les  pomts  de  chaque 
hyperbole  ^  en  menant  des  ordonnées  au  peisit 
axe  MN  prolongé  autant  qu'il  fera  néceflaire , 
&  dans  ce  cas  le^  parties  CQ,  &nt  regardées 
comme  les  abfcifTes. 

PROPOSITION    III. 

a6o:  Si  JtUn  point  P  de  Hune  des  îypetbolé$^ 
eppoféeSf  on  mené  auficond.dxe  MN  ;  une  or-^ 
donnée  P  Q  »  (  Flg.  66.  )  on  aura  pour  chaque 
ordonnée,FQ*:CM'  +  CQ'::  CTiCW. 
Oefi  ^i"  dire  que  le  quarré  d!une  ordonnée  quelcon- 
que au  petit  axe  y  efl  à  la  fomme  des  quarrés  du 
demi  petit  axe  (fde  Vahfciffe  correfpondante  ;  comme 
le  quarré  dademi  grand  axe^  au  quarri  du  demi  petit 
axe* 

Démonstration. 

Puifque  l'on  a  P  0^  :  C  O*  -^  C  r  :  ;  C  AT  : 
C  T\  on  aura  auffi  aUernmdo  P  0\CA^::CO  — 
CT  :  CT' Se  componendo.  P  O*  -f  CM'  :  CM':: 
CO'-CT  +  CT':CT\mtiisPO'^C(l\ 
&CO*=PQ^doncCQ^  +  CiW^•  CAT.z 
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PQ* :  Cr*,  ou  akemanio  fy  mv^rtniû^ 

PQ'iCQ'  +  CATkCT'iCM'.  c.  q.  F.  a 

CoROLLAimB      L 

261,  Si  Ton  mené  une  autre  ordonna  p^^» 
on  aura  encore  j*  :  C  Aï*  +  c  g*  :  :  CT*  ;  CM\ 
donc  puifque  nous  a  vous  pour  Tordonnée  PQt 
PQ^  :  CM'  +  CQ;  ::  CT^CM\  00  aura 

il  fuu  que  les  quarrés  des  ordonnées  au  peut 
9xe>  font  entreux  comme  les  fommes  des 
quarrés  du  demi  petit  axe  &  des  ablcifles 
correfpondames  à  ces  oidoiaeéesiL 

Corollaire    IL 

•  a5a.  Si  Thyperbole  eft  éqqilatére,  c'eft-ï-î 
dire  ^  &  fes  deux  axes  font  égaux  ;  <»  aura 
PQ'zrzCM'  +  Cd  d'où  Ton  déduit  rinc  mér 
thode  fort  lîmple  de  décrire  cette  efpcce  dliy^ 
perbole  ;  comme  on  le  verra  dans  la  defaiptioçi 
des  feâions  coniques. 

DÉFIKITIOir. 

3(?3^  Une  troifieme  proportionelle  aux  deux 
axes  eft  appeJIée  paraître  âe  celui  qui  oc- 
cupe le  premier  terme  de  la  proportioQ.  Si 
Ton  fait  cette  proportion  continue  9 
JT:  MN  iiMNiTV.i  Fig.  (S7.  )  la  ligne  TV" 
fera  le  paramètre  de  Taxe  J7,  d*où  il  fuit  que 
le  rçâangle  d'un  axe  par  fon  paramètre  i  çA 
égal  au  quatre  de  Tautre  axe  conjugué  %a 
prçmicr# 
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PROPOSITION     IV^ 

ThéorÀue. 

^64.  Suppofant  le  paramètre  TYde  Vaxe  I T  J 
élevé  perpeniîculaîrement  à  cet  axe  au  fommet  T 
de  Vhyperhole  ,  Gr  une  ordonnée  F  O  prolongée  inié^ 
finïment  vers  S  >  fi  l'on  fait  cette  proportion 
T  V  :  I T  :  :  OS  :  I O  ,  ;e  Jfj  que  le  quarré  de  cette 
ordonnée  ?0,  fera  égal  au  reSfangle  de  Vatfciffi 
OT,  par  U  droite  O  S.  (  Fîg,  67.  ) 

DéMOM$TI^ATIOK« 

Par  la  propri^é  des  ordonnées  à  Taxe  IT  on  a 
TO^aOxOTrM  N^  iIT'  &  par  la  nature  du  paramctrç 
HN':W;:TV:  IT,  Se  par  hypochcfc 
TV:JT::OS:IQ 
Multipliant  par  O  T ,  OS:  10:.  OSxOT:  lOxOf. 

éoncPQ'  i  lOxOT;;  OSxOT:  lOxOT, 

mais  les  deux  conféquents  font  égaux ,   dono 

les  ancécédens  le  fontauffi,  (ioncPQ=OS}{OTt 

C.Q.F.D. 

COROLLAI&B      L 

a6^*  Ayant  achevé  le  reftangle  de  l'axe  pâf 
le  paramètre,  fi  Ton  mené  par  le  point  V, 
la  droite  VR  parallèle  à  Taxe ,  il  eft  aîfé  de 
voir  que  le  reftanglc  VS  eft  femblable  à  ce- 
lui de  l'axe  par  le  paramètre  ,  &  que  ce  rec- 
tangle  eft  Texcès  du  quarré  de  lordonnçe  PO  fur 
celui  de  rabfciiOre  O  T  par  le  même  paramètre 
-TV ,  8c  comme  le  quarré  de  chaque  ordonnée 
.  furpafle.  toujours  le  redangle  de  fon  abfcifte 
par  leparametre  d'un  reâangle  femblable  à  ce- 
lui de  Taxe  par  la  même  liguo  9  on  a  donné  le 
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flOm  dliyperbolc  à  la  courbe  que  nous  ei(ami««, 
nons ,  pour  défigner  cet  excédent  toujours  con^ 
Aaot  du  quarré  d'une  ordonnée  fur  le  reâangle 
d'une  de  fesabfcifles  par  le  paramètre. 

COROLLAI&B      IL 

0.66.  Si  lliyperbole  eft  équllatére^  le  para* 
mètre  eft  égal  à  Taxe  ^  &  dans  ce  cas  1q  quarré 
de  l'ordonnée  fera  égal  au  redangle  10  x  Ô  T 
de  fes  abfcîfces  ;  comme  on  Ta  déjà  vu  >  puîfquo 
dans  ce  cas  la  ligne  R  S  devient  égalé  à  la  lignQ 
VR  ou  O  T,  qui  lui  eft  égale. 

PROPOSITION    V. 

0.6^.  Dans  une  hyperbole  quelconque  y  (  Rg.  6j  ) 
la  double  ordonnée  VF  f  qui  paffepar  le  foyer  F,  eft 
égale  au  paramètre  de  Vaxe. 

Démonstkatiok; 

Soît  l'ordonnée  Pf  qui  pafle  par  le  foyer  F; 
on  aura  par  la  première  propoGtion  PF^  :IF 
KfT::/FxFT:Cr  mais  iFxFTouCP- 
CT'=^CM\doncPF':CM^::CM^:CT. 
êc  prenant  les  racines  de  la  pr^>ortion  inverfe 
CTiCM:  :  CM:  PFd'où  il  fuit  évidemmen« 
que  P  F  eft  le  demi  paramètre  de  l'axe  /T» 
puifqu'elkéft  troilieme  proportionelle  aux  deux 
demi  *  axeif  Donc  P  p  double  de  PF  eft  le  para- 
mètre. C.Q.D.F. 

ComoLt Aims 

269.  Il  fuit  jdc  cette  proposition  Se  des  artl- 
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tlts  66.  <9c  Ï41  de  la  parabole  9c  de  rdliplèf 
que  cette  propriété  eft  commune  à  toutes  les 
fefticms  coniques  »  fans^en  excepter  le  cercle, 
avec  cette  diâférence  que  de  toutes  ces  courbes^ 
la  parabole ,  eil  la  feule  dans  laquelle  elle  foie 
général^e,  comme  nous  avpns  vu,  aînfi  lorf- 
qu*on  connok  le  foyer  de  chacune  de  ces  cour- 
ht^j  il  efl  aifé  d'en  connoitre  le  paramètre, 
&  réciproquement  connoîflânt  un  axe  Se  fon 
paramètre ,  on  pourra  toujours  trouver  les  foyers 
fur  cet  axe  ou  fur  fon  conjugé. 

PROPO  SI  TION    Vî. 

T  H  io  RM  M  4m 

269.  Si  par  un  point  P  de  Vune  des  hyperbdes 
oppofées  fr  par  le  centre  C  ,  (  Fig,  68.)  on  menç 
une  iroire  PCp ,  je  dis  qu^^elle  rencontrera  Vhyper^ 
bole  oppofée^  &  fera  coupée  en  deux  également  M 
centre  Q. 

DâU  ONSTEATIOKt 

Du  point  p  foît  menée  lordonnée  PO  ï 
Taxe  /  T,  &  foit  prife  de  l'autre  côté  Co=CO^ 
par  le  point  0  foit  élevée  Tordonée  pozxx  même 
axe.ir,  qui  rencontrera  l'hyperbole  en  p.  Puif- 
que  les  abfciifes  10  To  font  égales,  les  oi« 
données  P  Q  po  le  font  auili  &  de  plus  coin* 
me  elles  font  ordonnées  au  même  axe,  elles 
lui  font  çhacunes  perpendiculairegb  donc  les 
triangles  COP  C  op  ont  un  angle  droit  com^ 
pris  entre  côtés  égauir,  donc  leurs  hypotenufcs 
PC  pÇ font  aufli  égales.  t)ç  plus  les  angles 
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PCO  pco  font  égaux ,  &  la  ligne  IT  eft  une 
ttule  ligne  droite  ,  donc  la  ligne  P  p  Teft 
auffi ,  Se  eli  coupée  en  deux  également  pac 
le  centre  C,  puiîque  les  hypoténufes  PC  pc 
font  égales.  C.  Q.  F.  D. 

Ï^ROPOSITION  VIL 

T H  ÊO  R  M  M  £. 

270,  Si  par  f  extrémité  T  de  Vaxt  *  an  élevt  la 
perpeniicidaire  T  X  (  Fig.  67.  )  je  dis  que  cette 
ligne  ne  rencontre  ïhyperboU  ,  quaufeul  point  T» 
eu  y  ce  qui  revient  au  même^  quelle  eft  tangente  en 
te  points 

Démonstration. 

Si  la  ligne  TX,  n'eft  pas  tangente  à  la  courbe 
au  feul  point  T,  elle  aura  encore  quelqu'autre 
point  comme 5 qui  pourra  lui  appartenir,  ayant 
prîsT/=TF,  on  aura  Df=IT;  Se  parceque 
le  point  5  eft  fuppofé  à  Thyperbole  >  on  aura 
auffi  parla  génération  de  cette  courbe  DS^FS 
=JT ou  DS=1T+FS,  ou  enfin  DS=Df 
+/5  puifque  Df=^I  TSc  que /S=FS,  ce 
qui  eft  abfurde,  puifque  les  deux  côtés  d'un 
triangle  font  néceiTalrement  plus  grand  que 
le  troifieme.  On  démontrera  de  la  même  ma- 
nière ,  que  Ton  ne  peut  pas  fuppofer  tout  autre 
point  de  la  ligne  TX  k  l'hyperbole,  fans  un 
pareil  inconvénient  t  il  eft  donc  évident  que 
cette  ligne  n'a  qu'un  point  de  commun  avec 
la  courbe ,  Se  de  plus  elle  eft  èntierrement  au 
dehors  de  Thyperbole»  puifque  cette  courbe 
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s'éloigne  ide  plus  en  plus  de  l'axe  auquel  la  ligne 
TXeft  parallèle,  donc  cette  ligne  eft  tangente 
au  feul  point  T;  comme  on  l'avoic  fuppofé. 
Ç.  Q.  F  D. 

PROPOSITION    VIII. 

Tff  ÉORXMEé 

^71.  Suppôfant  toutes  chofes^  emnme  dans  ïa 
première  propolîtion  1  Jî  Von  mené  U  ligne  A  D 
(  Fîg.  (îp.  )  Ô*  jw^  pdr  le  point  E  milieu  de  €ette 
ligne  on  ûre  par  le  point  P  U  ligne  PE  H ,  je  dis 
que  cette  ligne  fera  tangente  en  P. 

DéMONSTBATIOK. 

^  Suppofons  que  cette  ligne  ne  fok  pas  tan- 
gente, ou,  ce  qui  cft  la  même  chofe,  qu'elle 
puiffe  rencontrer  encore  Thyperbolc  dans  qucfa 
qu'autre  point  p,  de  ce  point  foient  menées 
aux  points  D ,  ^ ,  F ,  les  droites  p  D ,  pA ,  pf  , 
Il  ce  point  p  eft  à  l'hyperbole,  on  aura  pF 
^pD.^lT ^  ou  F  A  qui  lui  cft  égal,  par 
€onJlru3ion  :  ce  la  pofé  9  puifque  la  ligne  P  H 
pafle  par  le  point  E  milieu  de  DA  &  que  Pon  a 
PA  =  PD,  il  eft  vifible  que  cette  ligne  eil 
perpendiculaire  fur  le  milieu  de  D^^,  donc 
tous  fes  points  &  par  conféquent  le  point  pi 
feront  à  égale  diftance  des  mêmes  extrémités 
A  Se  D^  donc  pA^pD y  mais  à  caufe  du 
triangle  p-^ F,  pA+AF'^pFf  donc  aufli 
pD  +  A F'>pF^ &  ôtant  de  chaque  membre 
p  D ,  on  aura  ^F>>p  F— p  D.  Le  point  p  n'cft 
donc  pas  à  Ihypcrbole  comme  on  Tavoit  fup- 
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pofi  ptîîfque  la  différence  des  lignes pF  pD 
u'elï  pas  égale  à  Taxe  IT  ou  A  E.  On  démon- 
trerojt  la  mên.c  chofc  de  tout  autre  points  foît 
qu'on  le  prenne  au-de-là  du  point  P,  par  rap- 
port à  la  ligne  /i  D ,  ou  entre  le  point  P  Se 
la  même  ligne;  il  eft  donc  démontré ^  l^.  quo 
la  ligne  P  £  ne  rencontre  1  hyperbole ,  qu'en  uû 
feul  point;  je  dis  de  plus  qu^elle  ne  peut  paiTer 
au  de  dans  de  cette  courbe  »  ou  ^  ce  qui  revient 
au  même ,  qu'aucun  point  comme  S  au-de-Ià 
de  la  ligne  P  £,  par  rapport  à  l'axe,  ne  peut 
être  à  l'hyperbole.  Pour  le  démontrer  foient 
encore  menées  les  lignes  5f  51^  SD,  jlefl  évi- 
dent que  AS  eft  plus  petit  que  DJ,  puifque  dans 
le  triangle  ADS  l'angle  DAS,t{{  plus  grand  que 
l'angle  ADS^  cela  pofé,  pour  que  le  point  5  fût 
à  Thyperbole  il  faudroit  que  l'on  eut  FS^DS 
^A FoulT;  ce  qui  ne  peut  arriver;  car  à 
caufe  du  triangle  S  AF  nous  avons  AF+AS 
>FS,  Se  partant  AF>FS'^AS  donc  à 
plus  forte  raifon  AF^^FS—DS,  d'où  il 
ibit  que  le  point  S  n'eft  point  à  l'hyperbole 
puifque  la  différence  des  lignes  menées  de  ce. 
point  aux  foyers,  n'eft  pas  égale  au  grand  axe, 
d'où  il  fuit  évidemment  que  cette  ligne  PFcA 
tangente  au  feul  point  P.     C.  Q.  F.  D. 

PROPOSITION    IX. 

372.  Par  un  point  P  donné  fur  une  hyperhùle^ 
^n  ne  peut  mener  qu  une  tangente  1^  H  y  (Fig.70.)   • 
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Déhonstratiok; 

Suppofons  d'abord  que  par  le  point  P  oû 
puifle  mener  dans  Tangle  DP E,  une  autre 
tangente  P&,  différente  de  la  tangente  PH; 
du  foyer  D ,  j'abaiffe  fur  cette  ligne  la  pcrpen* 
diculaire  D  û  prolongée  indéfiniment:  du  point 
F  comme  centre  avec  le  rayon  FA  ou  I T,  je 
décris  un  arc  de  cercle  qui  coupe  la  perpen- 
diculaire D  g  en  a,  par  le  point  a  &  le  foyer 
F  je  mené  la  ligne  Fapf  qui  va  rencontrer 
rhyperbole  dans  un  point  p,  du  quel  je  meoe 
au  foyer  D  la  ligne  p  D  :  enfin  par  le  milieu  e 
de  la  droite  a  D ,  &  le  point  p  je  mené  une 
ligne. ep  qui  fera  tangente  en  ce  point  par  la 
propofition  précédente.  Cela  pofé  il  ell  aifé 
de  reconnoitre  que  la  ligne  Pft  ne  peut  être 
tangente  en  P,  car  cette  ligne  étant,  par  conj^ 
truàion  perpendiculaire  fur  la  ligne  aD  fera 
parallèle  à  la  tangte  p  e  qui  eft  aufli  perpen- 
diculaire à  la  même  ligne,  comme  on  Ta  va 
précédemment ,  Se  elle  fera  par  tout  également 
éloignée  de  cette  tangente  de  ladiftance  eg. 
Refte  à  faire  voir  que  cette  diftance  eft  tout  en- 
tière du  côté  de  Taxe  IT^  ou ,  ce  qui  eft  la  même 
chofe  f  entre  la  tangente  p  e  &  le  même  axe. 
A  caufedu  triangle  FPtf,  Fa  +  aP-^FP, 
mais  FP=  FA  +  AP  ou  Fa  +  AP  donc 
Fa+aP>Fa  +  AP,  donc  aP>  AP,  le 
triangle  DP  a  n'eft  donc  pas  ifocele,  Se  le  plus 
grand  fegment  de  la  bafe  a  D  fur  laquelle  on 
u,par  çonJiruSwn  »  abaiffé  la  perpendiculaire  Pgj 

£c 
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{e  trouvera  du  côté  du  plus  grand  c6ti  a  P , 
&  le  plus  petit  fegmem  du  côté  du  plus  petit 
DP,  d'oùil  fuit  qucla droite  PA  cft  néccffai- 
xement  au-de-dans  de  Thyperbole  puifque  la 
diftance  eg  qui  la  fépare  de  fa  parallèle  p  e 
tangente  en  p ,  fe  trouve  entre  cette  tangente 
êc  ^hyperbole.  Donc  on  ne  peut  mener  qu'une 
feule  tangente  par  un  même  point  P.  €•  Q.  F.  D. 

REMARQUE. 

La  démonftation  &  l'évidence  de  cette  pros 
pofition ,  foie  dans  la  parabole ,  foit  dans  Tel- 
!ipfe  &  rbyperbole,  fe  réduit  à  concevoir  clai- 
rement ,  qu  une  ligne  parallèle  à  une  tangente 
&  qui  a  déjà  un  point  fur  la  courbe ,  ne  peuc 
toe  tangente  à  cette  courbe  i  rien  de  plus  aifé 
à  imaginer. 

PROPOSITION    X. 

TnjscRémm. 

A75 .  Sî  par  un  p$int  P  (  Fîg.  tfpO  où  une  drûUe 
PH  touche  une  hyperboU;  m  mené  êu^  foyers  F,  D,  les 
droitm  PF  PD  ^  dont  tune  F  Pfw  prolongée  aur^ 
dedans  deffyperbfU  vers  L»  je  dis  que  ces  ligna 
forment  des  nnglef  égaux  D  P  E  p  P  L  êife$  U 
(gsîgtnte.  PH. 

DÉMOKSTE  ATIOK. 

Puîfqvie  le  triangle  DP  A  efi  i/acel« ,  &  que 
U  tangente  P  E  eft  perpendicqlairjc  fur  Ja 
droite  A  D,  elle  d^if«  l'ande  PJ^4  en  de»» 
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également j  aînfi  Ton  aura  D  P  E^ÈP  Ai 
mais  EP Az=zfP Lq\ii\mt& oppofc  au fom^^ 
met,  doncDP£=pPL.     CQ.F.D. 

CoEOLlAIEJBé 

!i74i  il  ^uît  de  cette  propofîtion  êc  des  Ioi5 
clés  corps  à  reffort  qui  fe  réfléchiffent  en  fai- 
fant  Tangle  de  réSeâion  égal  à  celui  d^inci^ 
dence ,  qu'un  corps  élaftlque  quelconque,  étant 
parti  du  foyer  D  fuivant  une  direâioh  DP, 
qui  va  rencontrer  la  courbe  dans  un  point  P, 
fe  réfléchira  fuirânt  une  ligne  P  L  dont  le  pro^ 
longement  paffe  pat  lô  foyer  K 

REMAti(lVÉ. 

475;  On  peut  encore  conclure  de  cette  prô» 
poGtioif  &  àts  articles  37.  &  ijy,  de  la  pa- 
rabole &  de  Teilipfe ,  que  cette  propriété  eft 
commune  à  toutes  les  ferions  côniq^ek ,  c  eft^ 
à-dife,  que  dans  une  feftion  conique  quel- 
conque ,  un  corps  qui  va  d'un  foyer  de  cette 
courbe!  à  un  point  de  la  même  courbe ,  fui- 
Tant  une  ligne  droite  ^  fe  réfléchira  à  fa  ren- 
contre fuivant  une  ligné  qui  pafTera  pat  Tautre 
foyer,  prolongée  s'il  eft  néçeflaire*  Car  on 
peut  concevoir  lai  parabole  comme  une  courbe 
qui  tient  le  milieu  entre  Tellipfe  8c  l'hyperbole  > 
cnforte  que  fes  deux  foyers  fons  à  une  diftaoce 
infinie  l'un  de  l'autre  ;  fôit  qu'ils  foient  tous 
les  deu^  placés  dans  la  ôoncàrité  de  cette  côur« 
comme  cela  arrive  daùs  l'dlîpfe,  fôit -que  l'utt 
Ce  poave  -au «dedans  &  Fauac  au-dehors 
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\ac  là  courbe  fur  Taxe  prolongé  à  llnfinî ,  au 
quel  fcas  la  parabole  devient  uû  cfpece  d'hy- 
^rbole.  Il  faut  encore  rjemarquer  que  Ton  re- 
trouve da'ns  la  parabole  les  propriétés  de  Tel- 
lipfe  3c  de  rhypèrbolt  >  par  rapport  aux  âxes 
&  âûx  foyers. 

.  Soit  la  paràboie.  PT  (  fig.  M.  )  iaht  Taxe  e/l 
^F ,  la  direBrice  AG ,  le  foyer  D  /an  autre  f&/ét 
f  y  i  uhe  dîjlance  infinie  du  premier  aù-dedans*  iè 
la  courbe  ou  fur  le  prolongement  de  Taxe  au-^dehou 
tomme  \n  V  ^  &*  Zcj  points  I  ^  L ,  éloignés  des 
points  f ,  F ,  ^e  là  grandeur  GT  ;  je  dis  que  Vork 
^ura  wi9()ûriPD4-Pf====LTottPF--PD  =  ITl 

Par  le  point  P ,  foîeAt  hieftées  perpéndku- 
iaircnaent  à  1  axe  &  à  la  direift'rice  Ifes  drbîtei 
^A ,  PQ  ;  par  labatùre  de  la  pàraboté (art,  k.  ) 
fD=P^=QG;  mais  à  càùfe  du  foyer /,  fufi 
jx)fé  à  une  dillance  infinie ,  les  droites  PfScÇf 
font  cenfées  égales  Se  parallèles ,  dàqt  eii  leurs 
ajoutant  des  lignes  égales  PD  QG,  oh  aura  -  • 
Pf+PD'=Xlf^QG==^Gf=LT,  en  Ôtaht  GT 
&  mettant  à  fa  place  LTqui  lui  eft  éjgale  ;  ce  qui 
ire\riertt  à  là  principale  propriété  dé  rellîpïc.' 

De  mênne  à  caufe  du  foyer  Isaiiffi  fuppôfé  à  une 
Uiftànce  infinie  fur  l'axte  prôlbngé ,  les  diroitéSs 
PF,QF  feront  égales,  dônceriôtânt  les  lignei 
•éga!esPD,QG;oh  auraPF-PD=Ql^-QG=GÎî' 
bu  IT;  ce  qui  revient  à  la  principale  vtôpïïévé 
^tVhf}pcthùk, 
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ijSAGE  DE  LA  DERNIERE  PROPRIÉTÉ 

De  VHyperbole  dans  la  Catoptrlque. 

Il  fuît  encore  de  là  ,  que  fi  Ton  place  une 
lumière  au  foyer  d'une  hyperbol.oïde  concave 
fornaé  par  le  révolution  d'une  hyperbole  au* 
tour  de  Ton  axe»  tx>us  les  rayons  partis  du  point  lu- 
mineux fe   réfléchiront  à  la  rencontre  de  la 
ppurbe  fuivant  des  direâions  qui  paiferont  par 
le  foyer  de.Thyperbole  oppofée.   Si  les  deux 
foyers  font  fort  près  les  uns  des  autres»  les 
payons  réfléchis  feront  très  divergents  &  ne  pro- 
duiront que  peu  de  lumière  à  une  diflaoce  mé- 
diocre »  mais  on  fera  maître  de  les  rapprocher 
autant  qu'on  voudra  du  parallélifme  ;  en  fe 
fervant  d'une  hyperbole  dont  les  foyers  foient 
à  une  diftance  confldérable ,  &  quoique  le  dia- 
mètre de  la  portion  d'hyperboloïde  dont  on 
fc  fert  foït  petit ,  on  pourra  néantnx>ins  éclai* 
jet  une  étendue  déterminée  à  quelle  diilance 
on  voudra  :  ce  que  Ton  ne  pourroit  pas  faire 
par  le  moyen  d'un  paraboloïde  qui  ne  peut 
:4clairer  par  tout  qu^une  furface  égale  au  Cer- 
cle qui  lui  fert  de  bafe.  On  voit  par  là  com- 
ment on  peut  fe  fervir  de  Thyperboloïde  dans^ 
la  conftruâion  des  lanternes  à  réfleftion  que 
l'on  met  aux  chaifes  de  polies  pour  éclairer 
les  voyageurs  :'  on  pourroit  à  la  vérité,  produire 
le  même  eflPet  p9i  le  moyen  d'une  portion 
^gpave  d'ellipfoîde»  &  on  fe  fert  ordinaire- 
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tnent  cTune  portion  de  fphcre  terminée  en 
cônei  mais  la  lumière  fouffre  plufieures  réflec<« 
tions,  qui  peuvent  en  diminuer  Tiatenfîté^  aa. 
jieu  que  dans  Thyperboloide  chaque  rayon  ne 
ne  fe  réfléchit  qu'une  fois  Se  par  conféquene 
arrive  à  là  même  diftance  avec  plu;s  de  force 
que  s'il  Tavoit  été  plufieuis  fois* 

PROPOSITION    XL 

P R  cjf  l£m ^0 

27^.  Un  point  G  étant  dcnné  fur  le  mime 
plan  de  l'hyperbole^  Gr  hors  de  cette  courbe  (Fig.  71.) 
mener  par  ce  point  une  tangente  à  la  CQurbe^  fiç 
déterminer  le  point  P  de  contingenceM 

Solution* 
Du  point  donné  G ,  au  foyer  D  ^  foît  me- 
née la  ligne  GD  ;  du  même  point  comme  centre 
avec  un  rayon  GD,  foît  décrite  une  pomoa 
de  ccrcîe  vers  i4,  cnfuite  de  Tautre  foyer  F 
comme  centre,  avec  le  rayon  F  A  ou  IT^ 
foit  décrit  un  autre  arc  de  cercle  qui  coupe  le 
premier  au  point  A^^  Se  foient  joints  les  points 
Z>,  A  9  par  IaIign«5^D,  laquelle  foit  divifée 
en  deux  également  en  £ ,  enfin  par  les  points 
G  j  £  foit  menée  la  ligne  £  G ,  qui  fera, tan- 
gente en  P ,  où  la  ligne  F  A  prolongée  ^çn* 
contre  Thyperbolc, 

DéMONSTEATIOK« 

Puîfque , par conftruSlïon  ,  .on  z  GD^CAi 
&D£  =  -^E,  la  ligne  GE  eft pcrpend^culaiie 


Xpi  De  ^ff^perlcje 

fur  le  milieu  de  A'Dj  donc  elle  pailcra  paiÇ 
%om  les  points  cgalemçn^   éloignés  des   ex- 
^  irémités  A  Se  D  de  la  ligne  JiP,  donc  elle, 
doit  auffi  pafler  par  le  point  By   determia^^ 
comme  nous  l'ayons  dit  çi-deflus»   puifquç' 
par  la  nature  de  Thyperbolc,  on  z,ÀP.=BD. 
De  plus  le  poidt  É  de  la  ligne  PG,  cft  le* 
ieul  point  qui  puiffe  ct)re  a  Thyperbolç,  puîf- 
oue  Ion  a  F'pl.^P  =  FP -1^1)=: ÎT,  oa^ 
FA  qui  lui  eft  égal,  par  conftruâïon ,  ce  qui 
ne  fc  peiit  trquver  ca  aucup   autre   point  de 
de  la  même  ligne ,  cqmmç  il  a  été  fufjifamT- 
Çîcnt    dérnontré    daijis   les   propQJitions   pré- 
cédentes. C.Q.F.D,  '         ' 

C  O  II  O  L  L  A  I  R  Et 

277,  Sh  le  cercle  qui  a  G  P  pour  r.aypn  i 
coupe  rhyperbole  en  deux  points,  on  vojjc' 
aifémcnt  que  le  problème  aura  deux  fol  utionsj. 
car  on  pourra  trouver  de  la  rnême  manière  un 
point  i^ de rautre  côré,  qui  ait  les  mênjesproT»^ 
prîétés,  &  joignant  la  ligne  a  D,  la  ligne 
Gep  qui  paffcra  par  fon  milieu  c  <Sf  le  point 
G,  fera  auffi  tangente  à  la  courbe  enju 

REMARQUE. 

La  fqlutîon  du  problême  ferolt  la  même, 
ÎÇ  le^ point  G  fe'troûvoit  au  de-là  de  P  ou  de  p\ 
par  rappon  à  Taxe  ;  elle  feroit  encore  la  même, 
fi  le  foint  G  étolt  fur  lliyperboje,  comme, 
çft  ie  point  P,  en  cç  cas  le  problème,  ne[ 
jpoùrroit  avoir  qu'une  folucion ,  parceque  Içs^ 
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ideux  cercles  donc  ?  DôcFAowlT  font  les 
rayons ,  ne  font  que  fe  toucher  en  uo  point  ; 
d^où  il  fuit  que  par  un  point  P  donné  fut 
unciiyperbole,  cane  peut  mçner  qu'une  tan- 
gente ;  ainfi  cette  folution  renferme  toqs  Içs 
cas  poffibles, 

PROPOSITION    3CIIt 

T  B  â  0  ^   £  M   M. 

^78,  Suppofant  encore  les  chofis  eomme  dans  ta 
propofition  dixième ,  (  Fig.  72.  )  (î  Von  divife  eiL 
(leux  également  V angle  F  P  p  formé  par  Us  lignes 
PF  PD,  menées  d'un  point  P  au» foyers  F  D, 
ffar  une  ligne  PR;  je  dis  que  cette  ligne  fera 
perpendiculaire  à  la  tangente  j  &  que  Von  aura 
comme  dans  Véllipfe  (  Art.  i  y  5.  )  PR  :  RD  2  :  FP  : 
PD;  ceft-à-dire  que  les  dijlances  du  point  H, 
dans  lequel  la  perpendiculaire  PR  â  une  tangente 
PH,  rencontre  Vaxe  ,  font  entr'etUs  comme  l«i 
dijiances  du  point  d^attoucbement  P  aux  méme\ 
foyers^ 

DÉMOKSTKÀTIOK* 

Puifque  Tangle  pPFaété  divifé  en  deuje 
également ,  on  aura  F  P  R,  =  RP  p  ^  n^isùs 
R  P  p  =i  N  P  A  ^  &de  plus  (  num.  273.  ) 
FPE  =  J5:P^,donc/îPF+FP£  =  A^P^4< 
APE,  ou  RPEr^IVPE,  d'où  il  fuicquô 
la  ligne  R  P  eft  pcrpendiçulairç  à  la  t^jpgcmQ 

2^  Puifq^c  (num,.  ?73.)  k  ligne  ^  F  çft 
|)çrpe;idiçulairç  4  h  tangente  ^  elle  fera  patallçte: 


iod  De  ïHjptrbùlt 

à  la  ligne  R P  &  les  triangles  DAF  DPR 
feront  femblables  9  donc  on  aura  FR  :RD::  FA 
VuPF.PD.         CQ.F.aoD. 

COROLLAIRX  ^ 

'i7p.  Il  fuît  de  cette  propoGtîon  que  jamais 
!e  point  R  ne  pourra  tonmber  entre  le  fom-» 
met  T  de  Thyperbole  &  le  foyer  F,  puifqtie 
û  proche  que  l'on  fuppofe  le  point  P  du  point 
T,  la  ligne  PRk  trouvera  toujours  audcdans 
de  Tangle  FPp  qu'elle  dîvife  en  deux  éga-. 
lement. 

PROPOSITION    XIIIc 

TirâoRjSMz. 

'aSo.  Suppofant  encore  toutes  ehofes  eomm§  dam 
h  propojttion  précédente ,  par  un  point  P  de  Vfy- 
perboUfo'u  tirée  une  droite  PQ  parallèle  à  taxe  jfup 
U^iuUe  onprendra  une  partie  PQ;=  PF  ,^  du  point 
Q ,  aînji  déterminé,  €r  du  foyer  F  on  mine  à  la 
droite  P  R ,  la  perpendiculaires  QN  FM ,  je  dis 
que  Von  aura  toujours  NQ:  FM  ::  IT  :  FD. 
Ceft-â-dire  ,  que  ces  perpendiculaires  feront  tou- 
jours entr'cUes  dans  le  rapport  confiant  de  Vaxt 
IT  àladiflance  F D  des  fcyers F yD.(^6g.7%y. 

DéMONSTRATlOM* 

Les  triangles  reftanglcs  PQN  RPO  font 
évidemment  femblables,  car  à  caufe  des  pa- 
rallèles PQ  FD ,  coupées  par  la  mêrtie  droite 
AÎN,  l'anglt  NPQ  efl  égal  à  l'angle  PRO ,  donc 
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aura  QiV  :  PQ  ::P0  :RP  Se  ï  caufe  des 
triangles  rcftanglcs  RPO,  RFM  ,  qui  font 
ienciblables,  puifqu'ils  ont  an  angle  commun 
en  R  outre  Tangle  droit ,  on  aura 

PO  :  RP  :;  FM:  RF,  donc  QN:  PQ  ::  FM  :  RF. 
Ou  bien  en  alternant  3c  mettant  FP  à  ta  place  de 
PC  qui  lui  eft  égal,  QN:  FM::  FP.RF,  oa 
;:  AP:RFimzisAP:RF::ADouIT:FD^ 
comme  il  eft  évident  à  caufe  de  parallèles  AF  f, 
PR,doncQN:FM::lT:FD.   C.Q.F.D. 

C0R01.1.AIKE.    I« 

28 1  •  Puîfquc  les  droites,  PF,  PQ  font  égalei 
(  par  conftrudion.  )  Si  Ton  regarde  chacune  de 
ces  lignes  comme  le  ûnus  total,  la  ligne  iVQ 
fera  le  finus  de  l'angle  iVPQ  ou  fP£^  &  k 
ligne  FM  fera  le  finus. de  Tangle  FPM  ou 
de  l'angle  FP  N  fon  fupplément.  Donc  ces 
finus  font  toujours  entr'eux  dans  le  rapport 
confiant  de  la  diftaiice  des  foyers ,  au  grand 
axe  IT. 

COHOLLAI&E.       IL 

Ufage  de  cette  Propojîtîùn  dans  U  Dioptrique. 

aSi.  On  a  reconnu  par  expérience  qn'ua 
tayon  qui  fe  réfraâe  au  pafTage  d'un  milieu 
dans  un  autre  plus  ou  moins  denfe ,  fuit  tou- 
jours une  loix  confiante  dans  fes  réfraâions 
quelque  foit  Tangle  d'incidence ,  enfortc  que 
le  finus  de  cet .  angle  efl  toujours  dans  un 
ir.ême  rapport  avec  le  finus  de  l'angle  rompu. 
Cela  pofc  ai^rès  avoir  déterminé  par  cxpé»! 


SOI  De  VHyperbole. 

fîence,  le  rapport  du  finus  de  langle  Jînclv 
dençe,  au  finus  de  Tangle  de  ri^fradion,  d'ua 
rayon  qui  pafle  de  Tair  dans  le  verre  ;  fi  I'oq 
ÎFait  une  hyperbole  dont  la  diflapcç  FD  des 
foyers,  ait  avec  fon  axe  JT,  le  rs^pport  des 
des  finus  des  angles  de  réfraâiojn  6ç  d'incl;- 
flence  ,  qui  eft  celui  de  2  à  3  >  comme  on 
fçaît  p^r  expérience  ,  on  pourra  par  le 
inoien  d'un  hyperboloide  de  verre  formé  par 
la  révolution  de  cette  courbe  autour  de  fb(i 
axe  9  rafiembler  en  un  même  point  tous  Ie5; 
rayons  parallèles  qui  viendroient  tomber  fur  la 
lurface  plane  repréfentée  par  rordonnceA^5, 
&  réciproquement  on  pourra  ,  par  le  moiea 
du  même  corps  faire  enforte  que  les  rayons 
partis  d  un  même  point  D ,  hors  de  ce  corps» 
&  fur  le  prolongement  de  fon  axe,  fortenc 
du  même  corps ,  fuivant  des  direftions  parai- 
'  léles  entr'elles  ,  &  perpendiculaires  au  plan 
du  cercle  qui  fert  de  bafe  à  cette  portion 
^'hyperboloide. 

Car  le  rayon  q  P  venant  à  tomber  perpen-si 
diculairemcnt  fur  le  plan  K5,  comme  on  le 
fuppofe,  arrive  au  point  P,  fans  fouffrir  au- 
cune réfraftion ,  &  il  y  rencpntre  la  courbe  x 
comme  s'il  tomboit  fur  un  plaa  repréfencé 
par  la  tangente  P  H  :  l'angle  qP R  ou  (on, 
égal  A^PQ  j  fera  donc  l'angle  d  incidence  de  ce 
yayon  ,  l'angle  A  P  N  fera  l'angle  de  ré-, 
fraftion  dont  le  finus  çft  F  Af  ,  puifqye 
APN=TPMj  (art.  278.) ,  &  que  d'ailleurs  cc^ 
îînus  fcnt  entr'eux  dans  le  rapport  des  finus  dje^ 
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.^g1e$  ïînddence  .&  de  réfraftîotf  çonvcr 
nablçs  à  un  rayon  qui  fort  du  verre  pour  entrejc 
^lans  Taîr.  Donc  le  rayon  P  j  fortira  fuivant 
la  ligne  PD^  Sç  comme  opfera  vpîr  la  mç- 
^e  choJfe  dç  tout  autre  rayon ,  i\  eA  démontré 
que  tous  les  rayons  parallèles  &  perpenf 
diculaires  au  plan  ySy  fe  réuniront  au  point  D^; 
Réciproquement  fi  le  point  D  placé  fur  Taxa 
çfl  un  point  lumineux  dont  les  rayons  viennent 
rencontrer  la  furface  convexe  du  mêipie  corps,, 
Suivant  des  direâupns  ^uelconquesDJP,lçsrayona 
fe  réfrafteront  à  la  rencontre  de  ce  corps, 
jfuivant  des  lignes  P  f  parallèles  entr  elles , 
Se  à  l'axç  du  mcme  corps,  car  TangleyiPA^ 
çft  l'angle  d'incidence  j  dont  le  fin]us  eft  FM, 
&  l'angle  QPNouqPR  qui  lui  eft  oppofé 
au  fommet ,  eft  l'angle  de  réfraftion  dont  le 
i^nus  eft  Q  A^,  puifque  ces  finus  font  cn- 
tr'cux  comme  FD  eft  à  IT  que  l'on  fuppofe 
savoir  entr'eux  le  rapport  des  finus,  des  angle^ 
d'incidence  &  de  réfradion  >  convenables  aux; 
^ajon;  qui  pallent  dç  L'air  dans  le  verre. 

GoROLlAIRS.       IIL 

aSp  Comme  on  peut  faire  une  infinité 
d'hyperboles  différentes,  toujours  telles  que 
Ion  ait  IT  :  FD  :  :  a  à  3  ,  il  s'en  fuit  qup 
l'on  peut  avoir  une  infinité  de  verres  hypers- 
bol  oides  ,  qui  ayent  les  propriétés  que  nous 
yenons  de  démontrer.  On  peut  voir  les  dif- 
i|îrentes  applications  que  fait  M.  Pefcanes  de 
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ce  principe  dans  traité  livre  de  Dîopi 
trique,  il  fcroît  à  fouhaîter  que  Ton  pue  ré- 
duire en  pratique  une  fi  belle  théorie ,  il  n'cfk 
pas  douteux  qu'on  ne  fût  amplement  dédo- 
magé  des  difficultés  que  Ton  rencontreroit  dans 
Téxécution. 

DéFINITIOK. 

584.  Si  par  Tune  des  extrémités  T  <fe  Taxe 
ITj  on  élcvc  une  droite  -^ Ta  (  Fig.  73  )  per- 
pendiculaire à  cet  axe  9c  dont  les  parties  AT 
a  T  foient  chacunes  égales  à  la  moitié  du  petit 
axç  A/JV,  les  droites  indéfinies  AC  aC  qui 
pafTcnt  par  les  extémités  de  cette  ligne  &  le 
centre  C  font  nommés  ajympmes  des  hyperboles. 
oppofées« 

COEOLXAI&B      L 

!28j.  II  fuît  de  cette  définition  qu'ayant  le 
centre  des  hyperboles  le  grand  axe  &  les  foyers 
on  pourra  aifément  déterminer  les  afymptotes 
car  la  détermination  de  ces  lignes  dépendant 
du  fécond  axe  MN  ;  dèfque  Tun  eft  déterminé^. 
el les  le  font  auili.  On  a  vu  (  num.  a ^6)  h  ma«- 
uicre  de  trouver  le  fécond  axe  par  la  con* 
noiflance  du  premier  de  des  foyers.  Il 
ne  fera  pas  plus  difficile  de  trouver  les  afymp- 
totes par  la  conoiflance  du  petit  axe  &  des 
foyers  du  grand  axe^  pourvu  que  le  centre 
des  hyperboles  foit  donné  &  le  grand  axe  dc^ 
terminé  de  poficion. 
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COROLJLAIEX       II. 

a86.  Réciproquement  coonoIiTanc  les  afymp- 
totes  d'une  hyperbole  on  connoltra  auŒ  fes 
ftxes  Ôc  fes  foyers.  Par  exemple  connoiflant  les 
afymptotcs  CG  CB  des  hyperboles  oppofées 
on  connoîc  dabord  Taxe  IT,  parceque  Ton 
fuppofe  que  les  courbes  font  données  de  po- 
iitîon  ;  te  que  d'ailleurs  cet  axe  divife  Tangle 
des  afymptotes  en  deux  angles  égaux.  Le  fom- 
met  Tde  Taxe  i  Tétant  donné,  on  aie  fécond 
axe  en  menant  par  ce  point  la  droite  AT  a 
perpendiculaire  à  Taxe ,  âc  terminée  de  part  Se 
(l'autre  aux  afymptotes.  Enfin  on  déterminera  les 
foyers  par  la  connoifTance  des  deux  axes  com« 
me  au  numéro  2^6. 

PROPOSITION     XIV, 

Tjr  eokEm  É. 

287.  Suppofam  Us  mimes  eh<fes  que  dans  la 
définition  précédente  ,  fi  Von  prolonge  nm  or- 
donnée  PO  i  Vhyperbole^  jufquà  ce  quelle  rrH- 
contre  les  afymptotes  à  droite  &  à  gauche  de 
taxe  en  Fur  en  G  y  je  dis  que  Von  aura  toujours 
G?xPB^TA\  Ceji^i- dire  que  U  fécond 
demi' axe  eft  toujours  moyen  proportionel  entre  les 
dijtances  d'un  point  quelconque  de  V hyperbole  aux 
ajymptotesy  tes  diftances  prijes  fur  k  prolongement 
de  Vordonnie  PO« 


lào'è  be  iHy'péhbïè. 

béuONST&ÂTIÔMV 

Les  lignes  AT  OB  étant  parallèles  pè^ 
leonflruaioAy  les  triangles  CTA  COB  font 
femblables,  donc  on  aura 
CO*  :  OB*;  :  CT»  :  TA'  ù-pixrhpreàiereprôpojî'. 
C  T*  :  T j4*  :  :  C  0^-CT^  :  P  O»; 
donc  (C  D*  :  0  B* :;  CO*- C T*  :  P  0^  6- after; 
€0':CO'-CT'::OB':PO\  donc  AW* 
CO^:CO*-CO*+CT»::OB»:0B*-POH 
téduijknt  &  aïtematit  CO'^  :OB^::CT^:0  B*— 
PO'  =  GP  X  PB,  par  le  Lêmmc  fondai, 
mental  i  ifaais  nous  venons  de  voir  qiic  i 
CO':OB'::CP:TA\  donc  CT'iTA'v.CT'zGPk 
P  B.  D'où  il  fuit  que  TA':=zGPxP  Èi 
C.  Q.  F.  D.  ~      ~ 

PROPOSITION    XVî 

TiT  ÊORÊM  s'. 

iftSS;  Stpar  unpoint  P  del'hyperbole  (  Fî^.  7^  j 
in  mené  utu  droite  P  g,  parallèle-  à  taxe  ITj 
G*  terminée  à  l'autre  afymptote  €g  ,  «n  aura. 
gPxPlîi  «  C  T*;  c'efl~à~iire  que  U  demi- 
axe  CT  eji  moyen  proportuniel ,  entre  les  âXftah" 
ces  £m  point  P  dz  Vkyperbole  aux  dem  ajymptotei, 
tes  diftànees  prifes  Jur  unt  ligne  parallèle  ut 
grand  axei 

DâMbvstxÀTtôi^; 

Parla  définition  des  afymptotes^  il  cft  cJaic 
que  la  ligne  fcg,  eft  coupée  en  deux  égale- 
ment en  K  par  le  petit  axe  MN,  prolongé 


r 
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t'i\  ert  néceflaîre,  car  Tanglc  K  Cg  e(l  égal 
à  Tangle  K  Cfc  de  plus  Tanglc  en  K  cft  droit 
dans  les  triangles  CKb  y  Se  CKgy  qui  ont 
encore  îe  côté  commun  C  K.  Donc  ces  trian- 
gles font  égaux  en  tout.  Donc  gK  =  bK:  celi 
pofé  à  caufe  des  triangles  femblables  CO  B 
CKb,  on  a  0B^:ClC^-:CO*:iK%  mais 
CK^  =  PO\  &  CO^  =  PK\  à  caufe  de* 
parallèles  PK  CO,  donc  B O*  :PG^  :  :PK^; 
iKS  donc  on  aura  imitnio.  B  0^—PO^i 
B  O^ ::  P K^  —  b  K^ :P K\  8c  par  le  Lemme 
fondamental,  BO' -P  O^  =  G P  x  B  P  Se 
PK^^bK^=sgPxPb,  donc  en  fubftituant 
ces  cxpreffions  ,  éc  alternant  j  on  aura  , 
GPxPB  :gPyiPb::BÙ^:PK^ouCO\ 

B0':CO^::tA^:CT. 
donoGP  xPB:g  PxPb  iitA"^  :  ÙT . 
ipaispar  la  dernière  propofition  GPxPB=TA\ 
AonzgPxPb  =  CT\    Q.  Q.  F.  D. 

PROPOSITION    XVL 

sÔp.  Jt  dis  que  V hyperbole  ér  fin  ajymptàtii 
i* approchent  toujours  de  plus  en  plus  9  fi  loin  qu'on 
prolonge  Vune  Gr  V autre  ^  fans  jamais  pouvoir  fi 
toucher,  fir  de  plus,  que  ï on  pe^it toujours  trouver 
une  ligne  plus  petite  que  id  partie  F  B  d^uné  or-- 
donnée  prolongée  ,  çompriji  entre  thj/petbcU  & 
Cr  l'afymptote^Ji petite  que/oit  cette  lign(^ 


ûot  De  VHyptrholt, 

DéMOMSTRATIOir^ 

Par  la  propofition  14  Q?xVB— TA^ , 
mais  il  eft  évident  que  GB  augmente  à  mefure 
que  que  cette  ligne  s'éloigne  du  centre  C, 
donc  PB  diminue 9  fans  cependant  pouvoir 
jamais  être  nulle ,  car  on  auroit  GPxPJ5=o  > 
ce  qui  feroit  contre  la  même  propofition  > 
d'où  il  fuît  évidemment  que  Thyperbole  4:  fon 
afymptotc  s'approchent  'continuellement  fans 
jamais  pouvoir  fc  toucher.  Se  c'eft  ce  que 
£{gnifiie  le  mot  d'afymptôte. 

On  peut  encore  prouver  cette  vérité  dî- 
redement  par  la  proportion  dont  nous  nous 
fommes  fervis  dans  la  1  j^"""  propofition. 

Nous  avons  trouvé  C0\^  B  0*  :  :  C  0-  - 
CT*  :  PO^,  mais  il  eft  évident  que  ÇO*  eft 
plus  grand  que  C  0^  '^  CT^  ^  donc  aufli 
£  O*  fera  toujours  plus  grand  que  PO^  âc 
partant  BO  fera  auffi  plus  grand  que  POj 
donc  jamais  le  point  P  ne  fe  confondra  avec 
le  point  B.  C.  Q.  F.  D. 

2^.  Si  petite  que  foit  la  ligne  donnée» 
BP  y  on  pourra  toujours  trouver  un  reâaogle 
éga}  au  quarré  de  TA  ,  dont  l'un  des  côtés 
Ibit  plus  petit  que  la  ligne  donnée»  puif* 
qu'on  ne  fuppofe  pas  cette  ligne  in6niment 
petite  ;  &  ayant  appliqué  perpendiculairemeot  i 
Taie  dans  Tangle  des  afympcoces ,  la  ligne 
égale  à  t^  fommé  des  càtés  de  ce  reâangle» 
le  pobt  P  de  divifîon  des  mêmes  côtés» 
fe  trouvera  fut  Thyperbole^  par  la  14.*"*  pro- 
pofition 
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Fl.  riTaçr  3^»^ 


Lîilre  troîfiénk;  50$? 

pofitron,  8c  d'ailleurs  on  a  fait  la  lighe  P  B  ^ 
plus  petite  que  la  ligne  propofée.  C:Q.  F.  2^  Da 

PROPOSITION*  )tVlL 

Tir  ÉvRi'Ms. 

2$0,  Si  par  deux  poînis  A  ,  P  Jtunè  mènit 
hyperhole ,  ou  des  deux  hyptrbôléj  oppofées  (  Fig.  74. 
tr'7f.)  ^  mené  dtUx  lignes  drbites  PH  AD  ,  Q* 
iiux  autres  PF  AB  parallèles  eht/ elles  ^  dont  Us 
"unes  joitnt  ttrminées  à  une  afynptàte^  &  les  au^ 
très  à  l^ autre  afymptote  ^  )^  A^^  <l^^  '^  reSangli 
^F  X  PH  ejl  égal  au  reSan^le  AB  x  Ab* 

DtMÔMSTAATIOHV 

•Ayant  ihénè  par  tes  pôînt  P  À,]ti  pèrpeA» 
dîculaîres  à  Taxe  EPG ,  LAK  terminées  aux 
'afymptotes  en  £ ,  G ,  L  ,  K  :  à  caufc  des  pa- 
ralTélesyiDP//,  AKFGy  ABVF,  les  triade 
gtcs  EPF,  LAB  ;  ?Cn,  AYJ)  font  fem- 
blables  :  doncon  aura  pour  tes  premiers  triangles 

EF  :  PF:iAL:Ah ,  &  à  e'aure  des  féconds  triangles. 
PCiPHiiAKîAD ,  en  multipliant  pair  ordre  Dn  îiura  i 

EP  X  PG  :  PFx  PH  :;  ADcAK  :  ABxAD  :  mais 
par  la  ptopottloti  i-).  EPxPG  =  aKxAL^ 
putfque  chacun  de  ces  rectangles  eid  égal  au 
quarré  de  la  même  ligne,  donc  auQi  lé  reâânglé 
PFxPR^ABxAD. 

RE  M  A  kqu  É 

Il  ett  aîfé  dcreconnottre  que  la  prôpoÊtîdia 
•ft  toujbuts  vraie ,  fbit  que  Ton  j^rienhé  lés  dëUJI 
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iiiO  De  VÏJypirlcti: 

points  A^PCut  une  même  hyperbole  i  cbmmfl 
dans  la  figure  74  ;  foît  que  Ton  prenne  un  point 
fur  une  hyperbole  Ôc  Tautre  fur  fon  oppofée» 
comme  dans  la  figure  7^  »  de  manière  que  la 
lîgrle  PH  fe  termine  à  i'afymptote  CK  8c  la  Ugnc 
'AD  à  [l'autre  afymptote  CG  ;  foit  enfin , 
que  la  droite  PHfe  trouve  renfermée  dans  Tan- 
gle  GCL  âc  la  droite  AB  terminée  à  Tafymp* 
totc  CB  {fig.  740* 

CpaoLLÂiRE    L 

spi*  Si  Ton  imagine  que  les  droites  PF  AB 
parallèles  entr'elles^  comme  on  Ta  fuppofé, 
tournent  autour  des  points  A  P  avec  des  vitefles 
égales  ;  elles  conferveronc  leur  paralléUfîne 
dans  toutes  les  fîtuations  imaginables,&  Ton  asra 
toujours  4B  X  AD  =  PF  x  PH  :  donc  fi 
ces  lignes  fe  confondent  avec  les  droites 
AD  PH  ^  étant  devenues  Ad  Ph^  on  aura 
encore  ^4  X  ^D =PHx  PA. 

CoftOLLAIAX      IL 

spât  Si  Ton  imagine  que  Tune  de  ces  lignes 9 
^Dpar  exemple  (Rg.75)»  fc  meuve  paral- 
lèlement à  elle  -  même  jufqu  à  ce  qu'elUe  paffc 
par  le  centre  C,  il  eft  vifible  que  les  points 
Dd  k  reprocheront  toujours  Tun  de  Tautre 
&  fe  confondront  en  un  feuî  &  même  poioi 
au  centre  C,  lorfque  la  ligne  AD  fera  de- 
venue MCN.  Donc  •  puifqu'on  a  toujours 
PHxPh=ADycAd,  on  aura  PHxPh  =  CM'. 
D'où  il  fuit  3  que  le  quarré  de  la  moitié  d*un 
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lïyire  troifiimà  2iï» 

^e»ï  (Kamctfc  déterminé  quelconque  MCl^^ 
teft  égal  à  chacun  des  refliangles  faits  fur  les 
diftanccs  d  un  point  A  ou  P  de  l'hyperbole  > 
*uz  afyitîptotes  ;  ces  dîftances  prifes  fur  une 
ligneux? ou  PH parallèle  au  même  diamètre^ 

CoaOLLAl&B      III* 

a^;.  Soient  prolongées  les  lignes  PH  AD^ 
tfii*  7?'  )  jufqu'à  ce  qu'elles  rencontrent  le* 
hyperboles oppofées  dans  les  points  p ^  a  lott 
démontreroit  comme  dans  ks  proportions  pré-^ 
cédetites>  que  les  reâangles  aDxadj  pkxpH 
font  égaux  entt'euz ,  Se  de  plus  par  le  Corollaire 
priciient  |  ces  mêmes  reftangles  font  égaux 
chacun  au  quarré  de  CM  ou  de  CN  ;  donc 
PhxPH  r^pHxph  y  Ôc  AD  xAi^adxaDi 
donc  tes  parties  Ad^  oDj  AD ,  ad  font  égales 
ainfi  que  les  parties  Ph  »  pH^  PH  >  pK  Pour  It 
prouver  I  on  fera  attention  quepuifque,  par  le 
Corollaire  préfent ,  on  a  pHkph  =  Ph  x  PH  , 
on  aura  auili  en  mettant  dans  cette  équation 
pP-^Ph  à  la  place  de  pft ,  Ôc  pP-^pH ,  à  la  place 
de  PH;  pHxpP'^pHxPh=PhxPp-pHxPh: 
Ainfi  ôtanc  de  chaque  membre  le  reâangle 
pHxPhi  âc  divifant  le  reflepar  Pp»  on  aura 
fHœPk  &  partant  PH=jife. 

COEOCLAI&B      IV. 

â^4«  Suppofant  toujours  que  lés  droites 
MD  PH  font.paraltéles  (/îg.74)  qu'elles  coupent 
l'hyperbole  ai^  points  a  Pf  Ôc  qu'elles  ren- 
contrent les    deux    afymptotet   aux   points 

•     Ô  ij 


U^a  De  t Hyperbole. 

Dy  ti^i^h;  on  démoûtreroic  comme  dam  la  pro^. 
pofitioû  précédente  que  aDxades^Hp  x pK 
Si  Ton  imagine  que  Tutie  de  ces  paialléles 
Dd  f  It  meuve  toujours  parallèlement  à  elio"^ 
même  du  côt^  du  centre  C;  il  eft  évident  que 
tts  points  A  a,  s'approchent  continuellement 
Tun  de  Tautre  8c  qu'enfin  ils  fe  conTondent  en 
un  feul  point  O,  lorfque  la  ligne  Ddy  eft  de- 
venue MJVf  âc  qu'elle  ne  rencontre  plus 
rbyperbole  qu'en  un  feul  point. 

C  O  K  O  L  L  A  I  &  B       V. 

apj.  Puifque  Ton  a  pour  /îeux  points  quel* 
conques;  ADxAJ;=PHxPh ,  &  aDxad;=pÉxph, 
on  aura  aufli  ADxAd  ou  PHxPh  =  MOxON, 
Se  par'  la  même  raifon ,  aD  x  4id  ou  bien 
pHxpk  =  MO  X  ON.  car  Ton  peut  conce- 
voir la  ligne  MN^  comme  une  des  fécances 
parallèles,  qui  ne  rencontre  Tbyperbole  que 
dans  un  point;  &-  dans  ce  cas>  le  reâangle 
AD  X  Ai^  devient  MO  x  ON.  Donc  les  reftan* 
gles  ADxAdy  aDxad;  PHxPh,  pHxpk, 
j^nt  égaux  cbacun  à  chacun,  puifqu'ils  font 
chacun  égaux  au  même  redangle  MO  x  ON. 

COAOLLAIAB      VL 

2p5.  Il  fuit  delà  3  que  les  lignes  Ad  aDf 
comprifes  entre  la  courbe. 5s  fes  afymptotes, 
font  égales,  ainfî  que  les  lignes  PhpH.  Donc 
aufli  une  ligne  MON  parallèle  aux  droites 
Hh  Ddy  Se  qui  ne  rencontre  l'hyperbole  que 
dans  un  point  0 ,  cil  coupée  eif  deux  parties 
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Km  troiJiirMi  irj 

agates  S  ce  poinc ,  &  partant  tous  tes  redaa^ 
gtes  ADY.M,  PHxPh,aDxad,pHxph 
ifont  égaux  cntr'cux  Ôc  au  quatre  OAl*  de  la 
«loitié  de  ilfiV. 

PROPOSITION    XVIIL 

^97-  Srune  Ztgneiroîre  FH,  (fîg.  7(f;)  ti>uw 
cRe  Vhyperbole  en  un  point ,  j'e  dis  x*.  ju'eHe  ren- 
^ntrelej  afymptotes  en  deux  points  F  H ,  a9*.qudle 
^  diyifée  en  deux  également  au-  point,  touchant  P. 

n  A  M  O  K  s  T  R  A  T,  ION.. 

1  ®Soîl menée  pat  le  point  P  lordonnéc  JSPGf 
9  l'axe  9  terminée  aux  afymptotes  en  £&  6. 
Si  la  tangente  PH  ne  rencontre  pas  les  afymp* 
totesL»  elle  fera  néceiTairement  parallèle  à 
Tune  des  deiyc:  que  ce  folt  à  C  G»  sUeft 
poffible  i  nous  avpns  vu  (  an.  ^8p..  ).  qu^ 
l'on  pourroît  toujours,  trouvct  une  .ligne  plus 
peoce  que  PG^  &  qui  lui  étant  parallèle  fok 
comprife  entre  Thyperbole  &  fon  afymptotc; 
le  prolongement  de  cette  ligne  rencontrera 
nécefTairepsent  la  ligne  parallèle  à  TaTymp^iote 
au  dedans  de  l'hyperbole.  On  ne  peut  donc 
fuppofer  une  tangente  paraltéle  a  une  afymp- 
tote  fans  fupppfer  en  même  tems  qu'elle  coupe 
t'hypcrboki  ce  qui  eft  contre  la  nature  des 
tangentes,  donc  la  ligne  FH^^  rencontre/îç^ 
afymptotes  aux  points  F  H.  C.  Q.  F.  i  <>  D^    * 

a®.  Je  dis  de  plus  que  le  point  touchant  P^ 
tftau  miUeudc  la  ligne  FH.  Si  fes  deux  parties. 
^  Oiii 


914  DePHyperbol^ 

pe  font  pas  égales ,  il  faut  nécefTaireoieBe  qem 
Tune  foit  plus  grande  que  Fautre  :  imaginona 
que  PH  cft  plus  grande  que  PF^  Se  prenoosi 
Hp=:Pf  \  foit  enfuite  menée  parle  point  p  la 
droite  gpe  parallèle  à  GPE.  A  caufe  des 
parties  égales  PF  pH  &  des  parallèles  GE  ge, 
qui  formem  les  triangles  femblables  Hpg  HPG^ 
FPE  ¥p^  ,  on  aura  pg :PG  i:  Hp  :  HP  & 
FP  :Fp::  PE  ipe^  ôc  mettant  à  la  place  de 
FPôcFp  leurs  égales  Hp  ScHP  [  hypp.  )  ^  en  aura 
Hp  :  HP  :  :  PE  :  pe ,  donc  à  caufe  de  la  pre- 
mière proportion  on  aura  pg  :  PG  :  :  PE  :pti 
ic  prenant  k  produit  des  extrêmes  &  des 
moyens  PE  X  PG  =pexpg,  d'où  il  fuit  que 
}e  point  p  fera  ua  point  à  Thyperbole  :  la 
tangente  rencontreroit  donc  .l'hyperbole  ea 
deux  points,  fi  Ton  fuppofe  que  le  point  P, 
n'cft  pas  au  milieu  de  FH.  Onp  démontrera  do 
la  qacme  manière  que  FP  ne  peut  pas  être  plusi 
grand  que  PH  y  fans  une  pareille  contra-! 
*aiaA>  donc  fP  =  PH.   C.  Q.  F.  a^  D- 

CoaOLLIABS« 

%9%.  Il  (Mt  de  là  que  la  ligne  MN  (fig.  74  ) 
parallèle  aux  fécantes  i4D  PH ,  que  Ton  fup- 
pofe ne  rencontrer  Thyperbole  qu'en  un  feu! 
point  0 ,  eft  tangente  à  ce  point ,  car  now^ 
a^ons  démontré  (  aru  2^6.  )  qu'elle  eft  coa- 
pée  en  deux  parties  égales  au  point  O.  Donc 
Its,  fç^angles  ADxAd,  PHxPh;  font  égauiç- 
B»,  ^uajté  d«  la  moitié  de  h  tangente  à  rbypçf-: 
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Livre  trotfiime  %i^ 

UAe  fuppofée  parallèle  aux  féca&tes  DdHh. 
PROPOSITION     XIX. 

spp.  Si  des  points  A  P  d^une  hyperbole^  qju  des 
typerboles  oppofées  (  fig.  77.  )  j>n  mené  des  droita 
ABy  AD  y  PF»  PH  parallèles  aux  afymptotesi 

je   dis  que  le  paraUéUgfkmme  FFCH    efi   égal 

411  paraUHûgramme  ABCD« 

Démonstration; 

Cette  propofitîon  n'eli:  »  pour  aînfî  àitci 
qu'un  corollaire  de  la  I7eme.  ;  car  »  par  cette 
fropofinon^  puifque  les  lignes  AB  AD  font 
parallèles  aux  lignes  FF  FH  ^  on  aura  cette 
égalité  ABxAD:=:FFxPH,  d'où  l'on  tir* 
ABiFF  ::  FHxAD.  Mais  les  angles  en  A 
&  en  P  font  égaux  ^  puifque  les  lignes  qui  lek 
comprennent  font  parallèles,  donc  ces  parallélo* 
grammes  font  égaux  ^puifqu^ils  ont  unangle  égal 
compris  entre  côtés  réciproques.   C  Q.  F.  D^ 

Corollaire    L 

3  ào.  Puifque  1  ona  pourdeux  points  quelcon-^ 
qncs  ^ ,  P  de  l'hyperbole  ABxAD=PFx  PH; 
§  par  le  point  M  extrémité  de  Taxe ,  on  mené 
les  parallèles  aux  afymptotes  ML  Ml  >  ces  dro  w 
tes  ML  Ml  feront  égales  ;  car  il  efi  aifë  de 
voir  que  le  triangle  MLC  efl  ifocele  ^  puif- 
que Taxe  divife  Tangle  des  afymptotes  trt 
deux  parties  égales^  Donc  le  reâangle  PFxPH 
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devient  fe  quarré  de  ML  ou  Aflf  forfijue  le 
point  P  tombe  fur  le  fommct  M  de  Thypcr- 
l)ole,  &  partant  on  aura  cette  équation  pou& 
exprimer  la  nature  de  Thypcrbole  par  rapport 
è  fe$  afymptotes ,  AB  x  AD  =  ML^  ou  bica 
f'FxPH^^ML^^    \  

DéFIKlTfaNS. 

50 T.  Ee  quarré  de  la  ligne  CL  ou  dç  fqq^ 
^fgale  ML ,  menée  par  le  fommet  de  l'hyperbole 
paraliclemept  a  Tuoe  «les  afymptctcs ,  cft  ap. 
pelle  fwffance  de  l'hyperbole,  {fig.  77.) 

502,  Les  parties  Q,  CF,  Ç^des  afymptotes. 
prîfes  4epuis  le  Centre  Ç ,  fojpt  çppcUécu 
fbfcijj^s  011  coifp^€x  des  afymptotes*. 

5  o  3 .  les  ligpes  Mh  P^,  AB  parallèles  a  Tune 
des^fyçnfftotes.^  &  terminées  entre  Ja  courbe 
fç  rentre  afymptptc  1^  font  appelles  ctÂonnia, 
«ifjr  afymptotes ,  ou  bien  ordonnées  extérieur«^, 
<iqrhyperI?ole  par  rapport  à  fcs  afymptotes*. 

r^o^.  Il  fuit  du  corollaîre  premier  &  dc« 
définitions;  précédentes  que  Ton  peut  aifé- 
xnent  trouver  tant  de  points  qu'on.  ^Dudn 
d^une  hyperbole  ou  des  hyperboles  oppofées» 
par  le  moyen  de  ta  confiante  ML^  &  des  ii> 
détewinéçs  €F, CB,PF,AB:  car  puîfque l'oB 
a  FFxPf1--'ML^ ,  on  aura  auffi  PFxCF=MLS 
parceone  !^s  Hgnes  PHSc  CF  font  égales  étant 
|çs,ççtç$oppofés  do  parallélogramme  PfCH^ 
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tmé  tniifiim  A17 

fe'oi  rpn  tîre  CF:ML::ML:PP,  ce  qur 
(aie  voir  que  pour  déterminer  le  point  P  do 
rhypcrl?o!e  ftjr  la  lignç  iridcterminée  PF  , 
parailéle  à  rafymptote  Çfl,  il  n'y  a  qu'a  cher- 
cher une  troiliêjne  prqportionelle  à  rabfciir& 
ÇF,  4^  à  la  conftante  MJU. 

Co.l!lQl.LAIEI      ill\ 

3  o  f  ..Si  l'on  prolonge  hes  lignes  droites  ML^Mk 
]nK,miparalIéIesauxarymptotes,|urqu'àcequ'eI'- 
|es  fe  coupent  aux  pointsJV  0 ,  op  aura  dans  les 
angtes  oppofés  BCK  LCD  ,   deux  parallélo*- 
grammes  CkLN  CKln  qui  feront  évidemment 
égaux,  Se  que  l'on  pourra  regarder  comme 
les  puiflançes  de  deux  nouveUes  hyperboles 
que  l'on  décrîrok  da;is  ces  angles ,  en  cher- 
chant des  lignes  comme  abf  troifiêmes  pro«> 
portionelles  à  rabfcilTe  cbf  &  à  la  conftante 
hK,  11  eft  vifible  que  l'on  peut  trouver  une 
inâiûcé  de  points  tels  que  n^,   qui  aufont  tou* 
jours  1a^  même  propriété  ,  Se  qui.  feront  dé-* 
terminés  par  la  même  équation  abxcbs::nK\ 
Ces  deux  hyperboles  font  précifément  les  mé- 
mesi  courbes  que  celles  que  nous  examinons. 
Elles  peuvent  fe  décrire  de  la  même  manière 
que  les  premières»  de  s'approchent  comme  elles 
continuellement  de  leurs  afymptotes  fans  ja« 
ipnais  pouvoir  les  toucher,   ptiifque  jamais  la 
ligne  A  fr  ne  peut  être  fuppofée  égale  à  zéro» 
{ans  détruire  l'équation  qui  exprime  le  rap« 
|iorc  d^  abfciifçs  a;uz  ^ordonnées*  Ces  quatre^ 
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hyperboles  CDfembles  font  appelléies  hypet^ 
hoùs  conjuguées  les  unes  aux  autres.  Il  faut^ 
de  plus  remarquer  5  que  la  puiflance  des  hy- 
perboles oppofées  deux  à  deux ,  eft  la  snèmo^ 
pour  les  quatres  hypecboles  conjuguées,  car 
il  eft  évident ,  aue  les  parallélogrammes  CLMl. 
CKnl  *  font  égaux  »  &  que  le  lozange  CLMt 
formé  fur  le  côté  de  la  puiflfance ,  eft  la  hair 
tiéme  partie  du  reâangle  des  deux  axes.. 

PROPOSITION   XX. 

Tir  jiox  É M  s. 

^06.  Si  ton  a  deux  lignes  droites  EG  IKj^ 
fut  touchent  une  hyperbole  ou  deux  hyperboles  op^ 
fofées  (  ûg.  78.  )  je  dis  que  les  triangles  KCl  ECG> 
formés  par  Us  tar^entes  6*  les  afymptotts.  y  Jonà 
égaux^ 

DéMOK  SX&ATIOK^ 

Par  Itf  points  AP  de  contingence^  ibienl 
menées  les  lignes -^D,^B,  PF^  PH  paral- 
lèles aux  afymptotes  Se  terminées  aux  mêmes 
lignes.  Par  la  propojition  précédente ,  les  pa- 
rallélogrammes ABCD  CF?H -font  égaux j 
mais  parceque  les  tangentes  font  coupées  en 
deux  également  aux  points  d'attouthement^  P^ 
les  lignes  Cl  CK  feront  auffi  divifées  en  deux 
également  par  les  parallèles  PFPH  aux  pointi 
F  H,  &  les  lignes  CjS  CE,  le  feront  pareil- 
lement aux  points  B  D  ;  d'où  il  fuit  que  les 
patallélogranamcs  PFCHMCD  ^  font  moitié* 


Livre  troipéme:  5  f$ 

Hes  trîangics  CIK  GGE.  Donc  ces  triangles 
foot  égaux  étant  doubler;  de  parailélogcammes 
légaux.  CQ*  F.  D^ 

COEOLLAIEE.  L 

'907.  dans  le  cas  où  les  points  A  P  font 
jprîsfur  une  même  hyperbole»  fi  des  triangles 
égaux  CGE  CKJ»  Ton  retranche  le  quadri- 
latère commun  CGOK;  les  triangles  GOl 
KOE  qui  referont»  feront  auffi  égaux;  Se  dans 
le  cas  où  les  points  A  P  font  pris  fur  des  hyper- 
boles oppofees  >  n  Ton  prolonge  les  lignes 
Kl  GjS  jufqu'à  ce  qu^elIes  fe  rencontrent  en  0  , 
ajoutant  aux  deux  triangles  égaux  CKI  CGE 
le  quadrilatère  commun  CGoK  >  les  triangles 
pKÉ  oGI  qui  réfulteront  de  ces  additions» 
feront  encore  égaux  ;  Se  comme  dans  Tun  Se 
dans  Tautre  cas,  ks  triangles  ont  un  angle 
égal,  il  faut  qu'ils  aycnt  les  côtés  réciproques 
à  Tentour  de  cet  angle.  On  peut  donc  écablii 
en  général  »  que  fî  deux  tangentes  à  une  hy- 
perbole ou  à  des  hyperboles  oppofees  fe  ren« 
contrent  en  un  point  0  ou  0^  elles  fe  cou^ 
peront  en  parties  proportiôonelles  ;  puifqu^ 
ron.a  GO:OK::OE:Ol 

C0&0L1.ÀI&B  IL 

•5o8*  Si  Ton  pînt  les  point  K.  G,  E,  /> 
Les  triangtps  KGI ,  KGÈ  feront  égaux  y  ea 
ôtant  des  triangles  égaux  CGE  ,  CKL^  le  trian- 
gle commun  ÇlÇCi  Se  dans  le  cas  ou  les  tan* 


fit2»  Ue  VByperhhi 

gento^  appartiennent  à  A^s  hyperboles  bppâ? 
£ées  en  ajoutant  aux  triangles  égaux  C  K  li 
C  G  E  f  le  triangle  commun  G  K  C  ^  on 
aura  auffi  les  tjiangles  égayic  l^GI,  KGEzi 
mais  ces  triangles  ont  une  bafe  commune 
KQ ,  dont  ils  font  compris  entre  parallèles  ;: 
ainû  les  droites  El  ^  KG.  font  parallèles  & 
cîonnent  CK  :  CG  :  :  KE  :  Gl  ,  d  où  il  fuit  qui 
fi  deux  tangentes  £(?,  Kl  rencontrent  les 
afjrmptotes  de  l'hyperbole  ,  elles,  les.  divifeni 
jcn  parties  proportîonelles. 

PROPOSITION  XXI;. 

3 op.-  Un  point  quelconque  A  ou  P  étant  dimné 
Tut  Ihyperbolt  mener  une  tangente  à  ce  jwraf 

SotUTIOH,. 

Par  le  point  A  foit  menée  la  ligne  'AD 
jparalléle  à  rafymptote  CF  ^  3c  enfuite  fui 
l'autre  afymptote  foit  prîfe  la  partie  ED=J)Ci 
h  ligne  EÂG  menée  par  le  poipt  £  â:  le 
point  A,  fera  la  tangente  demandée  ;  carpuif^ 
^^e  EP:=DC,  &  que  Içs  lignes  AD,  CG 
font  parallèles  ,  on  aura  auffi  AG=A£,^'oii 
il  fuit  que  la  ligne  EAG  cA  tangente  en  A , 
ce  qui  fe  démontreroit  comme  dans  la  dix? 
huitième  propoiîiipn,  (art.  297) 


r 


Ihrt  ttoifiiml  i^D 

P&ÔPOSITIÔN    XXII. 

«       *  Tb  iORM  MM. 

'310.  Sbït  une  ligne  iroiu  BTA,  (Fjg.7j.î 
^KÎ  touche  une  hyperbole  6*  T  €r  d'autres  Zf- 
gne^  droirer  EF  y  IL  parallèles  entr  elles  ,  &  î 
ia  tangente  BT  i  Ji  par  le  centre  C  €r  le  pomf 
touchant  T  ^  on  mené  un  diamètre  CT  prolongé 
infiniment  au^dedans  de  VHyperbole^  je  dis  que  et 
diamètre  diyife.  toutes  les  parallèles  à  la  tangente 
en  deux  également^ 

DéMOKSTEATIOK. 

Ayant  pi'olongé  les  dtolte  EF ,  IL  jufqu'à 
ce  qu'elles  rencontrent  les  afymptotes,  aux 
points  6,  D,  Al  >  le  ;  il  eft  évident  que  les 
droites  NG  ,  ND ,  HM.HK,  font  égales  5 
car  puîfquele  diamètre  CT  divife  la  ligne  AÈ 
en  deux  également,  il  divife  aufll  les  parallèles  à 
la  tangente  de  la  même  manière  :  donc  fî  des 
lignes  égales  ND  >  NG  \  on  ôte  les  parties 
égales  fD  ^  GF  >  Se  des  autres  lignes  égales 
HK  y  HM  y  les  égales  iK,  ML  ,  on  aura 
les  lignes  EA^,  A^F,  HLy  if/;  qui  feront  auf& 
égales.  C.  Q.  F.  D:. 

PROPOSITION  XXIII. 

TirÉOKMMM*      . 

^  1 1.  5{  p^ir  le  centre  C  ,  on  mené  une  droÎH 
ÏJLCîi  parallèle  à  la  tangente  BTA,  prolongée  in^^ 


tli  t)t  ttîyperhh: 

iéfiniment  ie  part  fir  d'autre ,  (  Fig.  8d.  )  &  pàf 
Us  points  P ,  Q  4e  l'une  des  Hyperboles  oppofées  » 
les  droites  Pp  ^  Qq  parallèles  au  diamètre  OT; 
tfiiî  pa/Jè  par  k  poîrzr  touchant  T  ;  je  iiii  que 
toutes  les  parallèles  Pp  ,  Qq  feront  diy\fées  cflT 
i{eu;r  également  par  la  droites  MCN. 

Démoksteatiok» 

Soit  menée  par  le  point  0  extrémité  dû 
diamètre  OT  la  tangente  DOF  qui  fera  pa- 
rallèle de  égale  à  la  tangente  BTA ,  Se  par  les 
pointjs  D ,  F,  -4 ,  B  les  lignes  BF ,  AD ,  qui  fe- 
ront audi  égales ,  parallèles  au  diamètre  OT^ 
ôc  terminées  aux  afymptores.  Cela  pofé  ,  il  e(t 
évident  que  les  lignes  BF^  AD  fopt  divî- 
fées  en  deux  parties  égales  y  par  la  ligne  AfCA^ 
parallèle  aux  tangentes^^fi ,  DF^  puifque  Ton  a 
CO^CT  s  par  la  nature  àt&  diamètres  :  donc 
on  aura  auffi  FN=BN^  êc  MD^AM  ;  &à 
caufe  des  triangles  femblables  CFB^  CHh  y  orx 
ftura  encore  HS=hS\  donc  en  ajoutant  les  par« 
des  égales  pH  ,  Fh  (  art.  2p2.  )  les  lignes 
PS  y  pS  feront  égales,  d'où  il  fuit  que  la  li- 
gne Pp  eft  divifce  en  deux  également 
par  la  droite  MCN.  On  démontrera  la  mémo 
chofe  de  toute  autre  ligne  Qq  ;  donc  la  ligne 
MN  coupe  en  deux  également  toutes  les  pa« 
rallèles  au  diamètre  OT  terminées  aux  detut 
hyperboles  oppofées^  Ci  Q.  F.  D* 


r 


Î^ROPOSITION    XXIV. 

TsrsoR^Ms. 
^12.  Si  Von  preni  fur  la  droite  MCN ,  lespar^ 
tîei  GM  ,  CN   égaUs    entr  elles  &  aux  lîgnet 
AT  ,  TB,  je  dis  que  les  points  M,  N,  feront 
éfix  Hyperboles  conjuguées  aux  deux  premières. 

Ditf  OKSTBATIOir. 

Par  les  points  0,  Mf  %  N  foient  menées  les 
droites  OM,  OiV,  TM,  TiV,  qui  feront  pa- 
rallèles entr^elles^  puifque  les  triangles  MCT, 
NCO  font  égaux  en  tout,  ainfi  quelestrlan-* 
glcs  OCM ,  TCA^.  Il  eft  clair  que  ces  lignes 
feront  coupées  en  deux  également  aux  points 
h  »/»  d^e  par  les  afymptotes,  puifqu*elles  font 
des  diagonales  des  parallélogrames  T  N  » 
O  N  y  O  M  ,  T  JVf  ,  dont  les  afymptotes 
font  auffi  diagonales  :  donc  les  parallélograni« 
mes  CbNf ,  CbTe  feront  égaux,  ainfi  que  les 
parallélogrammes  CdMe,  CdOf  Cela  pofé  > 
puifque  les  point  0  y  7  font  aux  bypërboles 
oppoféesyilfautqueronait  CMT  on  Cdxdopi 
égale  à  la  puiflance  de  ces  hyperboles  :  donfe 
aulC CbxbN ouCdxdM  eft  égale  à  la  même 
puiiTance,  donc  Its  points  MN  font  aux  hy- 
perboles conjuguées  aux  premières ,  puifque 
la  puiflance  de  ces  hyperboles  eft  la  même  que 
celle  des  précédentes  (  art.  305.  )  C.  Q^  F.  D. 

CoaOLKAIftS     t. 

î  1 5.  Il  fuit  de  cette  propofîtion  que  fi  par 
un  point  L  de  l'use  des  hyperboles  oppofées 


iif  î)e  THyperlotè; 

on  mené  tine  droite  Ll  parallèle  à  l^une  a& 
afymptotes,  cette  droite  rencontrera  l'hyper- 
bole conjuguée  à  la  première  dans  un  point  l^ 
auiÈ  éloigné  dû  point  £  que  te  point  Lz 
car  puîfi^ue  le  point  L  etl  à  rhypèrbôle  LT^ 
on  a  CE  x  EL  s=  Ce  V<  eT,  &  pùifqué  le  t>oint  l 
eft  fuppofé  à  l'une  des  hyperboles  conjuguées»  on 
aCExjEfc=CexeA/,  mais  CexeTs=CexeM  comme 
bnvientde  voir^  donc  C£x£L-  &£><£/,  donc 
BLssEl.  On  voit  par  là ,  qu'il  eft  très  aifé  de* 
décrire  lès  hyperboles  conjuguées ,  lorfque  Toq 
a  les  deux  oppofées  avec  leurs  afymptoicsii 

t)éFIKti'IONk 

^14. Les  lîghes  OT,  MiV,  ou,  fi  Ion  rctâ 
une  tangente  BTA ,  Se  le  diamètre  OT^  mené 
ipar  le  point  touchant  T,  font  appelles  dia-i 
mètres    conjugués  des  hyperboles  oppoféesii 

Co&oi.LAia]r    ïîï 

51^.  tl  (bit  de  la  derrière  prbpbfitîon  A  <fo 
ia  définition  précédente,  que  deux  diamètres 
Conjugués  or,  MN  de  deux  hypeiboles  op- 
pofées 9  font  aufli  diamètres  conjuguées  des  hy- 
perboles conjuguées  au»  premières,  arec  cette 
différence ,  que  le  diamètre  QT,  qui  eft  le  pre- 
mier diamètre  des  hyperboles  oppofées,  eft 
îc  fécond  de  leurs  conjuguées  >  &  réciproque- 
ment le  premier  diamètre  MN  des  hyperboles 
conjuguées  eft  le  fécond  des  hyperboles  op*^ 
pofées»  •  » 

CoaouAtaB 


tipte  tfoi/iémt:  iay. 

CoHOLIiÀIRB.      III» 

51^*  Il  fuît  eocore  de  là,  que  les  hypef* 
boles  conjuguées  paflent  par  les  extcémicés  de 
tous  les  féconds  diamètres  des  hyperboles  ôpi 
pofées;  &  récîproquement,que  les  hyperboles  op- 
pofées  paiTent  par  les  extrémités  de  tous  les 
féconds  diamètres  de  leurs  cobjuguées. 

PROPOSITION     XXV 

3  17.T0W  Us  parallélogrammes  comme  A  B  F  D> 
formésfirdeux  diamnrts  eonjugàés  OT ,  MN  6*  infi 
crîts  aux  hyperboks.f&nt  égaux  tnt/tux.  {fig.  80 ) 

DiMONST&ATIOK. 

Le  parallélogramme  ChTt  e(l  la  huitième 
partie  du  parallélogramme  formé  fur  les  deuit 
diamètres  conjuguésOT,MA^&  de  plus  il  eft  égal 
au  parallétogramme  Comn^  formé  fur  le  côté  Cn 
de  la  puiÛance  de  lliyperbole,  puifqu'its  Otic 
un  angle  égal  compris  entre  c6tés  réciproques; 
Ce  dernier  eft  aufli  la  huitième  partie  du  tedangle 
des  deux  axesj.Ctfrr.  30^)  donc  le  parallélo^ 
gramme  A  E  F  D  ^  infcrit    aux    hyperboles 
te  formé  fur  deux  diamètres  conjugués»  eft 
égal  au  reftangle  des  axes  àts  mêmes  hyper* 
boles;   on  démontrera  la  même  chbfe  dTua 
parallélogramme  formé  fur  deux  diamettres 
conjugués  quelconques;  donc  tous  les  paral- 
lélogrammes infcrits  aux  hyperboles  &  formés 
fur  les  diamètres  conjugués  font  égaux  en«; 
u'cux.  C.  Q.  F.  D. 

P 


iklS  De  VHyperhûU; 

PROPOSITION    XXVI. 

T^  ÉÛRMMM0 

3  X  8.  Un  parallélogramme  ÂBFD  Haut  donné  ; 
trouver  les  quatre  k/perboles  conjuguées  auxfuéUei 
il  peut  être  infcrît. 

SOLV^IOK. 

Par  les  angles  oppoféc  AfF^B^D  an  puai- 
lélogramnie  donnât  ^o  mènera  les  diagona- 
les BD  9  AF  dont  Tinterfeâion  donnera  lecea« 
tre  C  des  hyperboles  dont  ces  lignes  feronc 
les  afymptotes.  Par  le  centre  C,  Se  les  milieux 
Ty  M  des  droites  AB  ^AD ,  on  mènera  les  droi- 
tes MCNf  OCT  terminées  aux  côt^  oppofés 
du  parallélogramme:  ces  lignes  feront  les 
4iametre8  conju|;t}é9  des  JbyperMes  demao« 
dées  ,dont  oq  trouvera  tant  de  points  que 
Yon  voudra  parle  moyen  des  points  TV  0«  M^  iV 
ik  des  afymptotes  AFf  BD  ;  comme  il  fera  esK 
feigne  dans  le  livre  deladefcription  des  feâions 
coniques.  Cette folution  fuit  évidemment  de  et 
que  Ton  a  démontré  ci-devant.    ; 

CCEOLXiAIAX      L 

3  x^.  Il  fuit  de  ce  que  nous  venons  de  voîr 
ic  de  la  folution  précédente,  qu autour  d'un 
parallélogramme  donné»  on  ne  peut  point 
circonfetire  des  hyperboles  de  différentes  ef* 
péces  :  car  on  ne  peut  trouver  qu'une  ligne  Cs,  . 
dont  le  quarré  foie  égal  au  reâangle  de  Cb^bT^ 


V- 
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PI-  ru.  JPa^e  Z3^ 


Ltvrt  troîjîéme^  ii^y 

cm  dont  le  lozaoge  ibic  égal  au  parallélo- 
gramme CbTe  ;  qui  eft  la  huitième  partie  du 
parallélogramme  formé  fur  les  diameiretf 
conjugués  OTj  MNé 

CO&OXLAI&S      IL  ^ 

920.  Il  fuit  eneorc  de  cette  propofidou  y 
que  par  quatre  pokits  O ,  M,  T,  A^  qui  for^ 
ment  un  parallélo^anmie»  on  ne  peut  faire 
f>a(rer  qu'une  efpéce  dliyperboles  conjuguées  ^ 
dont  on  déterminera  les  diamètres ,  en  pre* 
nant  les  diagonales  OT ,  MN  :  cettft  vénxà, 
fuit  encore  des  mêmes  principes. 

P  i  ^  I  K  I  ï  t  o  M  s; 

I. 

'  3 ai.  Une  droite  £A^  parallèle  à  une-  tan« 
geme  ÏÏTA^  {fig.  81)  terminée  d'une  part^rhy^ 
perbole  &:  de  l'autre  au  diamètre  CT  qui 
paiFe  par  le  point  touchant  T,  éft  appellée 
ûrdonnét  au  diamètre  OT. 

1 1- 
32a«Les  parties  ON^  TN  de  ce  diamètre 
comprifes  entre  les  exuémités  0  ^  iV  de  ce 
diamètre  8c  la  rencontre  de  l'ordonnée  EN^ 
font  appellées  ahfciffts  ou  eoupéa  dé  ce  'diarr 
snetre.  ^ 

PROPOSITION   xxy II- 

Théorème. 
313.  Lt  quarri  J^une  ordonnée  EN  à  un  iia^ 
mtrt  iéttrminé  OT  (fig.  81  )  ejl  au  r^angU 


ÎSftJ  TDe  VHyperhîe. 

ONKN.Tdefes  abfiijfes  i  comme  te  qiuné 
de  la  tangente  TA  paralUkâVordonnéeEti  ,  efi 
au  quand' iaàarù  diamètre  CT. 

DàHOMSTRATION, 

A  caufc  des  parallèles  AT  y  DN^  les  trian- 
gles CT^-,  CND  font  fcmblabics,  &  donnent 
DN\  :  TA'v.CN'  :  CT ,  donc  iividmào  on  aura 
DN^^TA':TA'::CN'-CP:CP,  &  (art.  2^2) 

TA'=EDxEG=DNÂnrNx^^ 
=DAr-EiV*',  donc  •    '       •    ' 

VN^i^TA^  =  DN'  '^ DN"  +  EN": mettant 
donc  EN^  à  la  place  du  premier  terme  de 
la  dernière  proportion,,  &  ONxNT  à  la  place 
de  CN^^CV  qui  luLeft  égal  (par  le  lemme 
fondamtntal  )  on  aura 

EN^iTAW::  ONxNT :  CT^,  Se  mUemand^ 
EN  lONxNT  ::  TA'  :  CT.  C.  Q.  F.  D. 

C0R0X.X.AIKS    L 

3  24/  Il  fuit  de  là  que  les  quarrés  de  deux 
ordonnées  ENj  en  à  un  même/  diamètre  font 
entr'eux  comme  les  redangles  de  leurs  ab« 
fdfles;  car  on  démontrera  de  la  même  ma« 
maniçre  v que  en'iOn  x  nT ::  TA'iCP f&ona, 
PQur r^rdonn.  EN,  EN*:ON xNT::T À\C  T» ,  donc 
EN'iere  ;  lONxNT;  Qnx  nT. 

COBOLLAIBB.       IL 

jljT*  SiMés  diamètres  conjugués  font  égaux^ 
ce  qui  ne  peut  arriver  que  dans  Thyperbole 
éôuilatérc;  comme  on  le  démontrera  pat  la 


m 

liyn  troijiémèi  st2j^ 

iu]te,les  quarrés  des  ordonnées  ieront  égaor 
aux  produits  de  leurs  abfcifles;  Se  partant  cha* 
que  ordonnée  fera  moyenne  proportioneile 
entre  fes  deux  abfciffes;. 

PROPOSITION  XXVIII- 

^2€.  Ayant  mené  par  h  etntre  C  le  iiamttrt 
CM  indéfini  j  paraUék  à  la  tangente  BA  (fig^.  8 1  ) 
€r  conjugué  au  diamètre  OT  ;  Jî  par  unpdnt  E  de 
f  hyperbole  »  on  mené  une  ordonnée  EL  parallelet 
au  premer  diamètre  &  terminée  au  fécond^  je 
dis  que  Von  aura  EL*  :  CM*  +CL*  ::  CT*  :  CM*; 
c^eji  -  ^  -  dire  que  le  quatre  £une  ordonnée  à  un 
fécond  diamètre  i  ejl  àla  Comme  des  qidaxrés  diê 
demi  diamètre  CM  &  de  Vabfcîfe  CL  ;  comme  U 
quarré  du  dxmi  diamètre  CT  ejl  au  quarré.du  dmis^ 
diamètre  qui  lui  efi  conji^uL 

D  £  M  o  M  s  T  a  A  T  r  O  MU. 

Fulfque  l'on  a  parM  ptopofition  prieéientt, 
El^:CN^-^CP::TA'  ou  CM^.CP,  oa 
aura  auffi  aUejrn.  Ebf'  :  CM\\  CtP  -CT''  :  CT\ 
Se  componendo 

mais  EN-  =  CL*  &  CiV*  =  EL*,  donc enfybjiit. 
CL'  +  CM^  :  CAt  ::  EL*  :  CT*  ou  bica  | 

EL* :CP::  CM^  +  CL*  :  CM* ^  & aUmanda.  ! 

E4*:CAi*  +  GL*i;CT*:CAi*^  CQ.F.D^ 

Ï2i 


COEO.LLAIES 

327.fi  lliyperbole  eft  équilatére^  oftaoïs 
EL^  =CM'^  +  CL*  ;  car  nous  démontrerons 
tout  à  Theure  que  tous  les  diamètres  cojugués 
font  égaux  entr^eux  deux  à  deuf  •  On  peut 
encore  déduire  de  cette  propofition  une  ma- 
nière fort  fîmpVe  de  décrire  une  hyperbole 
équilatére  fur  deux  diamètres  conjugués  égaux 
cntr'eux  ôc  donnés  de  poGtion ,  comme  on  le 
verra  dans  le  livre  de  la  defcription  des  Seâions 
cpniques» 

Définition. 

^28.  S!  Ton  fait  cette  proportion  continue 
OT:Afm::Mm:TP,  (fig.  82  )  cette  troifieme  pro- 
portionelle  eft  appellée  paramètre  du  diamètre  qui 
occupe  le  premier  terme  de  la  proportion; 
d'où  H  fuit  que  le  reâangle  d^un  cÛametre  pat 
fon  paramètre  eft  égal  au  quarré  de  (60 
conjugué. 

CoEOtLAIRN 

'32p«  Il  fuit  encore  de  là  9  que  Ton  i 
OT*  :  Afm*  :  :  OT  :TP  ^  âc  en  prenant  le  quart 
des  deux  premiers  termes,  CTiCM}  ::  OTcTP, 
car  puifque  CT  n*eft  que  la  moitié  de  OT  & 
que  CM  n'eft  que  la  moitié  de  Mm  ,  les 
quarrés  CT* ,  CAf ,  feront  le  quart  des  quarrét 
ÙPy  Mm^i  Se  d'ailleurs  on  fçait  que  dam 
toute  proportion  continue ,  le  quarré  du  pre- 
mier terme  eft  au  quarré  du  fécond^  coouoft 
le  premier  au  troiiieme. 


FROPO  SITION.    XXIX 
TméoRéms, 

^^9,jfyant  ékyéâ  Vextrémité  du  £ametreOT  , 
U  ftrftndkulam  TP  égale  au  paramètre  du 
mime  diamètre  ,  j£  Von  fait  cette  proportwi 
OT:TP::PNjNS,  je  dit  que  U  quarré  d* 
Vordonnée'E.iH  menk  parle  point  }^ paralUUmtru 
«u  diamètre  MGm  conjugué  au  diamètre  OT  » 
tfi  égal  au  produit  de  fon  ab/cife  TN  par  U 
Uffte  HS. 

DiMONST&ATIOK* 

Par  lapropofitton  17»  on  a  cette  proportîoa  ;. 

«I».OMXra.:rtl*:n*ltli«Iapropriété*i  p««nc«je,(4».  }»>.> 

tfA<».-aP»J."-».-<W, 

«(«VyvMhéft  TtfOT.'.ilS.'OMr 

ft  WBliiItiFliMtp«TUi»te«liSWTK,MS.- <Ulf:KSXni;OJiXT»» 

^«M  £M»  :  ONX  Tir.v  US  X  m .- «M  X  WI,  A»c  «M»  =»  NS  X  TO* 

Puifque  les  conféquents  de  cette  cleaûere  pro- 
portion font  égaux.  C  Q.  F.  D^ 
SGHOLIE. 

5JI.  Si  par  le  point  P  extrême  dtt  p»; 
tametre  on  mené  la  ligne  RPy  parallèle 
au  ^ametre  OT,  de  par  le  point  S  la  Ugne- 
SL  parallèle  à  la  même  ligne:  U  elt  vifibla 
que  les  triangles  PIS,  fVO  feront  fembla- 
blés  ^&  panant  les  icftanglet  OP^PS  double» 
4e  ces  tritnglcs  feront  anffi  fcmblabfes  :  d'oik 
il  fuit  que  Je  quarré  d'une  ordonnée  quellecon- 
que  EN  à  un  diamètre  OT,  Airpafle  le  pro- 
dnit  de  foa  aUcifle  Ti^tf  pat  le  paramètre  T^ 

Pi» 


»5^  ^^  ttîyftrboU 

d'un  reâangte  PS  femblable  ai  cdai  éak 
diamètre  par  le  même  paramètre;  &  c'eft 
de  cette  propriété  commune  à  tous  les  dia- 
mètres que  la  courbe  doat  nous  trautons  • 
été  nommée  bypvrboU. 

CoJHOLIfAIKK.      I. 

532.  SI  le  paramètre  PT  eft  égal  au  dia- 
mètre OT^  il  s*en  fuivra  y  par  la  formation  dm 
fararrutre ,  que  TA  ou  CM  qui  lui  eft  égale, 
(fig.  81)  fera  égale  à  CT,  Ôc  de  plus  que  les 
afymptote»  feront  à  angles  droits  ;  ou  >  ce  qui 
revient  au  même ,.  que  Tbyperbole  eft  équila- 
tére  ;  car  la  ligne  TG  parallèle  à  Taf/mp- 
tote  CB  y  Se  menée  par  le  point  touchant  T 
divife  toujours  CA  en  deux  également ,  puif- 
que  le  point  T,  eft  le  milieu  de  AB.  Si  donc 
qn  fuppofe  ^:=CT^  les  triangles  CGT^ACT 
feront  égaux  en  tout ,  puifque  les  trois  côtés 
de  Tun  font  égaux  aux  trois  c6tés  de  lautre  ; 
donc  les  angles  de  fuite  CGT^  AGT  font 
égaux  Se  valent  chacun  5^0  degrés  :  donc  la 
]igne  TG  parallèle  à  Tafymptote  CB^  fait  un 
angle  droit  avec  Tafymptote  CAi  donc  cih 
fin  les  afymptotes  font  à  angles  droits  Sç  les 
bypçrboles  font  équilatéres* 

C0R0LX.AIAS.       IL 

33Î,  Il  fuit  de  là  que  dans  une  hyperbole 
qui  n'a  pas  fes  afymptotes  à  angles  droits  ^ 
çn  ne.  peut  trouver  deux  diamètres  conju- 
gués   qui    fcacnt  égaux.   Car  dans  co  oajr^ 


fangte  AGT.ne  peut  jamais  être  droit,  puif- 
qu^il  cft  toujours  égal  à  celui  des  afymptotes  : 
donc  les  triangles  CGTy  AGT  qui  ont  des 
singles  inégaux  entre  les  côtés  égaux  CG^  AG 
âc  le  côté  commun  TG  »  auront  toujours  des 
fcafes  inégales  CT ,  TA  :  donc  Jamais  on  ne 
pourra  trouver  deux  diamètres  conjugués 
égaux  dans  une  hyperbole  qui  n'eft  pas  équi* 
latere;  Se  au  contraire,  jamais  on  ne  trouvera 
dans  une  hyperbole  équilatére  des  diamètres 
conjugués  inégaux.  Toutes  ces  vérités  déri* 
vent  du  parallélifme  des  lignes  CB^  AG  dans 
tous  Us  cas  imaginables. 

REMARQUE. 

L'hyperbole  équilatére  eft  par  rapport  aa 
jgenre  hyperbolique,  ce  que  le  cercle  eft  au 
genre  elliptique  ;  car  Thyperbole  eft  la 
plus  (impie  de  toutes,  comme  le  cercle  eft 
aui&  la  plus  (impie  de  toutes  les  ellipfes.  Ce- 
pendant ,  le  rapport  n'eft  pas  entièrement 
parfait,  car  dans  une  ellipfequellecoDque,on 
peut  toujours  déterminer  deux  diamètres  con- 
jugués égauy  entr'eux ,  dont  les  ordonnées 
ont  conféquemment  les  propriétés  des  ordon* 
nées  au  cercle  ;  aulieu  que  dans  une  hyper- 
bole quetleçonque  >  on  ne  peut  trouver  aucuns 
diamètres  conjugués  dont  Téquation  avec  leurs 
ordonnées ,  foit.  précifément  la  même  que 
celle  de  Thyperbole  équilatére  ;  comme  on 
vient  de  le  démonuer  dans  les  coroUaixes  pi:é- 
cédents» 


8}^  De  VBfp€M& 

PROPOSITIOK   XXXj 

?34«  ^y^^^  ^^^  tangente  DS  terminée  en  Sp 
(  Hg.  83.  )  ^  ^  ttntùntre  £un  diamètre  fnd^ 
eonque  CH  ,  fi  par  U  centre  C  des  hyperhoks 
conjuguées ,  on  mené  un  diamètre  LCl  parallèle  à 
cette  t0geme  ;  je  dis  que  Von  aura  cette  proporiiûiÊ 
DS*  :  SRxSH  :  :  CL"  :  CH*,  cejl  à  dire  que  U 
quarré  de  la  tangente  DS  eji  au  reSangle  des 
parties  SRy  SH  du  diamètre  qvLeUe  rencontre  i  com^ 
me  le  quarré  du  demi  diamètre  CL  paraUéle  â  cette 
tangente  y  ejl  au  quarré  du  demi  diamettre  ÇH| 
coupé  par  la  même  ligne  DS. 

DélffONSTEATldK; 

Par  Torigine  H  du  diamètre  CH,  foît  n*? 
née  parallèlement  à  la  tangente  DS  Vùt^ 
donnée  HIC  au  diamètre  CD  xpi  pafle  parle 
point  touchant  D.  Les  triangles  CDS,  CKH 
feront  évidemment  femblables,  à  caufe  des  pa« 

rallcfcsDS,flK:,&  Ton  aura 

CH\  CS'  :  :  KH\  DS",  donc  DS'=^£^^;  mais 
Kfl  étant  une  ordonnée  au  diamètre  CD  ,  01» 
aura  (art.  i!ii.)KH':CK'~CD'  ..CViCV" 
donc  KIT  =  2^-£^*  X  CU  =  £iL^-f  V  CL\ 

Ci»»  es*  ' 

comine  il  a  été  fuffifamment  expliqué  dans 
rellipfc  (tfrt.  204.  ).  Donc  ea  mettant  cette  va- 
leut  de  K  H*  dans  celle  de  Dy,  on  aura 


Sotte  I5S*xGH^«CL*x(Ctf-CS^),<roù 
Ton  Ton  tire  cette  proportion  DS^  :  CH^-^ 
CS^::CL*:CH*i  mais  par  le  Lemmt  fondamental 
Cfl*  —  CS'  t=^  RSxSH ,  donc  on  aura 
DS*:SRxSH:.CL^:CH\    C.Q.F.D. 

PROPOSITION    XXXL 

TMJtùKÉMM. 

t^f.  Si  Tot  fftHmgt  la  tangente  DS*  juf- 
ftt'4  et  quitte  reneontre  un  diamètre  quelconque 
Ch  en  { ,  dans  tarfgU  GCF  adjacent  à  VangU 
GCI  iant  lequel  M  a  fuppofé  quelle  coupoU  U 
diamètre  CH ,  on  aura  cette  proportion 
Df *.•  Cf  +  Ch*  :  r  CL* .•  Ch\ 

DiMOKST&ATIOK. 

Par  le  point  h  oîi  le  diamètre  Ch  rencon-^ 
tre  une  des  hyperjboles  conjuguées  à  Thyperbole 
HD  f  foit  menée  l'ordonnée  hk  au  diamètre  CD 
qui  pafle  pt  le  point  touchant  D:  cette  ligne  fera 
parallèle  à  la  tangente  DS  (  art.  321.  )  &  les 
triangles  femblaUes  Ckji  »  CDf  donneront 
Ck'iÇT  ::  ih\:Dp,  donc  D/*  =  i^^. 
Mais  kh  étant  une  ordonnée  au  fécond  dia* 
fldétre  CD  de  Thyperbole  Lh  »  on  aura  (  num. 
326.  )  tt*:  CD*  +  CA*  :  :  CL"^  :  CD\  donc 
A»  mrSSL^tfH  xCL^  «  cri:-ctt^Cr:  (  vcye^ 
le  numéro  zo^  de  teUipfe.)  donc  en  fubfti- 
tuant  cette  valeur  dans  celle  de  Df^ ,  on  aura 


_J 


$^?  De  rff/perï^ 

CL*=£^|iïx  CL*  d'où  l'on  tîrc  cette  pftW 
portion  Df  :  Cr+  Œv.  CU  :  Ch\  C.  Q*  F.  D. 

Co&OLX-AI&E.    L 

3  j  ^.  Il  fuît  des  deux  propofîtîons  préc£^ 
identes ,  que  Fon  peut  regarder  cocntne  un  feul 
&  même  théorème  ,  que  fi  une  tangente  quel* 
conque  DS  rencontra  un  diamètre  quelconque 
Cfl  dans  un  poîntHouft(j(fg.84;, 85.85,87^ 
8S  ,  86  )  on  aura  toujours  cette  proportion 
DS"  :  CW  tCS'::  CU  iCfT  c  eft-à  dire, 
que  U  quarri  à' voit  tangente  D  S  prije  depuis  le 
point  touchant  jufquâ  la  rencontre  £un  dianuttrt 
quelconque  i  tft  à  la  différence  ^  ou  à  Ïa  fanant 
dis  ^rrés  de  ce  demi  diamètre  tr  de  ta  dtfiance 
du  centre  C  au  point  de  rencùnire  S;  comme  îê 
quarré  du  demi  diamètre  parallèle  à  cette  tangaïUi 
efl  au  quarré  du  même  demi  diamètre  coupé  pat 
la  tangente  ;  la  différence  »  lorjque  le  diamètre  CH 
appartient  aux  hyperboles  auxquelles  DS  ejl  tan* 
gente  \  ts^la  fomme  ^  lorjquïl  fe  termine  aux  fy" 
perboles  conjuguées  à  celle  à  laquelle  on  a  menée  la 
tangente^ 

.CoEOL£AI&E      IL 

3  37.  Si  les  diamètres  CH,  CL  font  égaiur«^ 
la  tangente  fera  moyenne  proportionelte,  en- 
1  tre  les  parties  RS  ^  «SHdaos  le  cas  de  la  propor- 

tion trentième,  3c  dans  celui  de  la  trente-unième; 
on  aura  CH'+CS"  =  DS\  D'où  il  fuit  qu'avec 
la  tangente  DS  âc  les  parties  CH,  CS,  os 
pourra  toujours  former  un  triangle  reâanglc^ 


lÀyre  troyUmi.  S^y 

PROPOSITION    XXXIL 

T«  ioKÉMM. 

^^i.  Si  deux  Ugnes  droites  AB^  MN  terminées 
3  une  mime  fyperbole  ^  (Jigp  84.  &  S$.  )  ou  a  des 
hyperhoUs  oppofées^  (fig.  8^ ,  87 ,  88)  fe  rtn^ 
contrent  en  un  point  O  auiedans  ou  éiudehors  de 
tes  hyperboles^  &  que  par  U  centre  Cf  on  mené 
parallèlement  aux  mimes  fécantes  Us  diamètres 
CL  9  CE  ;  je  dis  que  Von  aura  toujours 
AOxOB  :  MOxON  ::  CL\CF,  c'eft-â-dire 
que  les  produits  de  deux  Jetantes  quellesconques  m-* 
iérieures  ou  extérieures^  font  entr'eux  comme  les 
guarrés  des  diamètres  qui  leur  font  paralleta^ 

.  Mous  allons  d'abord  démontrer  cette  pro-^ 
toofîtion  fur  les  figures  84.  &  85  9  nous  aver* 
tirons  des  chanj^emens  qu'il  7  a  à  faire  fur 
les  autres  figures  pour  trouver  la  démonftra* 
non  du  théorème,  qui  eft  à  peu  près  la  mê« 
me  dans  tous  les  cas  imaginables. 

Par  le  point  F  milieu  de  la  fécante  AB 
te  le  centre  C,  foit  mené  le  diamètre  CDF9 
au  point  D  origine  du  diamètre  CD  ,  foit 
^enée  la  tangente  DS  parallèle  à  fon  conju- 
gué CL^  8c  termioéç  en  S  au  diamètre  qui 
paiTe  par  le  point  O  d'interfeâion  des  fécan- 
tes. Cela  pofé ,  puifque  la  ligne  AB  eft  dî- 
vîfée  en  deux  parties  égales  en  F  &  en  deux 
particsinégale;  en  0,  on  aura  (^parU  Ummefond.) 


S^8  Ùt  rtfyperhîei 

^OxOB « BF-fO*  (fg.  84.  ) dtt  K)*^ B^ 

(fg.  85.  )  :  BF  étant  une  ordonnée  au  diamt^ 

tre  CD.onaura  BF:CF*-CD'::CV:CD*,doae 

fif*»^;^*xCL»-^l2?xCL»  (  mm  zoS. 

del'tmpfeyonBF^£2^^*^CL* 

Four  avoir  OF ,  on  fe  ferN^ra  des  tcîan- 

gles  femblables  CFO  CÙS  qui  donnent 

CS*:a>\:D5*ou(n.  5  J4.)  2|^x(CH*-Cy):R)» 

-d'où    l'on   tire   FO'«fi2L^~i2^£i,donc 
Pp*— |în»^co*xci.»_rr»    <?o»xci.»-i-co»xci.»     _„ 

en  effaçant  ce  qui  fe  détruit  f  &  réduifiurt 
CZ'*  à  la  même  dénomination  que  le  demies 
terme,  JBF-JFO'ou  A0^OB^S^^xCL\ 
Si  Ton  avoit  retranché  BF*  de  fD%  ob  aùroii 
eu  ^OxO£^^P^^}^Z.%  d'où  l'on  déduit 
cette  proportion  pour  les  fécantes  inténeuies 
^extérieures ,  AOxOB  :  CL*  :  :  C^  —  CO»  oa 
CG^^Çt^t=x  ROyOH  :  CH*.  on  démontrer» 
de  la  même  manière  que  *   .     .     . 

MOxON  :  CE»  ::R0  x  OH  :  OH*  dooÇ 
^OxOB:  MOxON::  Cl*  :  CE\  C  Q.  F.A 

O  B  S  ERVATIONS. 

55p.  10  SI  l'une  des  fécantes  ^iV(/g.  S6.) 
eft  terminéeà anefeule  hyperbole ,  &  rencontrée 
siu-dedans  de  cette  hyperbole  par  une  droite 
ASi  terminée. à  cette  inême  hyperbole  &  à 
fon  oppofée  :  comme  alorsla  tangente  DS  parais 
Icle  A  la  fécànte  AB ,  vient  couper  un  des 
féconds  diamètres  de  l'hyperbole  à  laquelle 
elle    eft   tangente  ,   on  aura  (art.  33^) 


^immyiértiti  3|j| 

pS^ ^£S^yiCJ^\  On  fe  fervîra  de  même 
de  cette  valeur  pour  trouver  FO*  par  lemoyea 
des  triangles  femblables  CDSfCPO  ;  déplus 
cbttmie  BF  eft  une  ordonnée  extérieure  ^  on 
aura  (m  jïitf)  B0^:CP^^P::CL^:CD%  donc 
gPc=:S£^£i  xCX**;  ainfi  en  fe  fervant  des  pro- 
portioheUes  CS*  &  C0%  il  faudra  prendre  pour 
la  valeur  dcBP,  S^-^p^xCL\Sc  Ton  trouve- 
ra: parce  moyen  AOxOB:CL^::ROxOH:CfP. 
Pour  la  iëcante  MNj  on  trouvera  la  valeur 
deMG*6c  de  GO''  comme  dans  le  cas  de  la 
figure  84. 

ao.  Si  les  îécantes  ^JB,  Ai/V  appartiennent 
i  des  hyperboles  oppofées ,  âc  fe  coupent  au 
dehors  des  mêmes  hyperboles;  (/g.  87  )  ayant 
fkienée  la  tangente  DS  qui  rencontre  un  des 
feeonds  diamètres  de  Thyperbole  BDA  »  on 
mura  D$*=i££g|ii-xCL*  (  num  35^)  dont  ott 
fe  fervira  cïe  la  même  manière  pour  trouver 
fe  quarré  de  OF,  Se  Ton  trouvera  OF^-^BF^^ 
eu  AOyOB :CL*:.C0^+ CH"^ : CH\  aulicu 
eue  dans  les  figures  précédentes  on  avoic 
CO'^^^H^  ou  CfP'^CO^.  On  trouvera  do 
même  en  fuivant  les  mêmes  obfervations , 
(SO^-GAP^ou  MOxON:CE^::CO+CH':CH'' 
d'où  Ton  conclura  encore  que 
AOxOB  i^OxON:  ;  CL'  :  CE\ 

30.  Si  les  fécantes  AB^  MN  {fig.  88)  font 
terminées  lune  &  Taq^re  à  des  hyperboles  op- 
pofées ;  par  le  point  D  extrémité  du  dia« 
mètre  qui  divife  AB  en  deux  également  en  Ft, 


tjffl  De  tByperhlèi 

on  mènera  la  tangente  DS^  terminée  en  5^ 
au  diamètre  CH  qui  pafle  par  le  point  cTin^ 
terfeâion'0;&ron  aura  comme  dans  les  figures 
«4*8j,  DS*fc=;£^i^xCL*:  apràs  avoïc 
trouvé  par  fon  moyen  la  valeur  de  OF^  S:- 
rexpreffion  de  £P  ordonnée  extérieure  à  lune 
des  hyperboles,  en  fuivant  ce  qui  a  été  dit 
dans  la  première  obfervation  ;  on  auia 
AOxOB:CL'::C0'+CW:CH\  on  trouvera 
de  la  même  manière  MOxON:  GE"^  :  :  CO^^ 
CH^  :  CH^  r  donc  on  aura  encore  dans  ce  cas 
AOxOB  :  MOxON:  :  CL'  :CE^ 
*  40.  Si  Tune  des  fécantes  AB  (^fy^  8^  )  eft 
terminée  à  deux  hyperboles  oppoféei  èc  la 
lifcante  MN  à  fes  deux  conjuguées,  on  ne 
pourra  plus  trouver  la  proportion  énoncée 
au  théorème;  mais  après  avoir divifé  les  fécantes 
AB  9  MN  en  deux  parties  égales  aux  pointa 
F,  6 ,  â:  tiré  les  diamètres  CL^  Cf  parallèles  à 
ces  mêmes  lignes,  on  auroit  cette 'autre  analogie 
Bf  ^-FO*  :  iWG*  +  GO^  ::  CL*  :  CE*;  mr  on 
trouvera  en  fuivant  toutes  les  obfervadons 
précédentes,  BP  -  FO"^  :  CL"^  ::  CH'^  + 
CO\-CH*  &  cette  autre  proportion  .  .  . 
MG*+flO»:C£*::CH*+CO*:CH»,  d'où  il  fait 
qu'on  aura  BP-F0*:A1G*+G0*::CL*:CE\ 

Cor  o  l  r.  a  i  &  s   I 

'  Si  Ton  fuppofe  que  1«6  féeantes  AB ,  MN 
{fig.  84  )  fe  meuvent  parallèlement  à  elles- 
mêmes  jufqu'à  ce  qu'elles  deviennent  tangentes 

en 


iîwe  troifiimt^  r^M 

knl&  D,  à  rorîjgîne  des  diamètres  qui  îes  Au 
vifent  eh  deu3t  également ,  &  qu'elles  iîc  cou*» 
pent  dans  un  point  T;  les  reâangles  AOxOB^ 
MO  X  ON  deviendront  les  quarrés  des  taa-* 
gcntes  IZDt.on  aiira  donc  ÙV:lP::CÛ:CE\ 
mais  nous  avons,  p^r  la  propojîtîort  précédente  ^ 
AOyDB  :  MOxOJV  ::  CV-  :  CË^j  on  aura  dond 
atuffi  pour  les  fécantes  intérieures  &  extérieures  ^ 
w40xOB:AfQxOiVc:iîT:iT*;c'cft-à.dirc>  que 
les  reàar^les  de  deujf  fécantes  quelconques  AB ,  MN 
fint  entr  eux  comme  les  qùarrés  des  tangentes  DT., 
IT  qui  léut  foht^paràlléleif  prlfes  depuis  tori^^ 
'gine  des  diamètres  qUi  divifent  Ità  parties  int4-- 
rîeures  àe  ces  fécantes  en  deux  également ,  ji^^uaû 
fcint  T  où  elles  fe  rencontrent^.  D'où  rofi  voit 
que  cette  propriété  eonvient  à  toutes  les  fcdioii* 
coniques  par  les  articles  S^  it  la  parabole  & 
A07  de  ïeUipJe^  ^ 

Cb&bttÂt&âtL 

^  $#•  Si  l'une  dés  fécanlei  AB  par  eieftiplèf 
IfiS»  8j  Cf  87  }  fé  nléut  paraltéifcmcnt 'à 
elle-même' jufqu'à  et  qu'elle  cfcvieûne  tâi>- 
geme  en  D  ;  il  cft  évident  que  les  pointa  A^  B 
s'approchent  toujours  l'un  de  l'autre^  atqu'êd* 
fin  ils  fe  confondent  eb  un  feul  6c  mèmd 
point  Di  alors  lé  rcàangïe  AOxOB  ^  de- 
vient le  qoacré  de. Do;  on  aura  donè 
D0^:MoKoNi:CL\CE\  D'où  il  fuit  t\M  R 
les  diamètres  CL  »  CE  font  égabi  eôti^'edic 

Q 


la  tangente  Do  fera  moyenne  proportîoncllc 
entre  la  fécante  entière  &  la  partie  extérieure  : 
Ainfi  cette  propriété ,  qui  eft  une  d€s  principales 
du  cercle,  eft  commune  à  toutes  les  ferions 
coniques  ;  &  elle  n'eft  univerfellè  dans  le  cer- 
cle, que  parce  que  tous  Ifcs  diamètres  font 
égaux  entr'eux. 

Co&OLtLAIEE.       IlL 

542.  Si  Ton  imagine  que  runc  <)e$  fécâhtcs 
comme  AB  {Jîg.  è5  )  paffç  par  Je  centre,  k, 
jdevicnnc  un  diamètre  qui  divife  raùtre  fé- 
carite  AfJVen  deux  parties  égales  j  cette  ligne 
MN  deviendra  une  double  ordonnée  au  dia- 
mètre qia  la  dîvîfe  en  deux  également;  le 
reâangltf -A'OxOB  deviendra  celui  dts  abfciffes; 
le  reébingle  MQxON  deviendra  te  quarré  de 
fordoimée;  le  dîâinetre  CE  parallèle  à  MiV, 
fera  conjugué  à  cçlui  qui  divife  MN  en  deux 
parties  égales  ;  &  le  diamètre  parallèle  à  ce 
dernier^  fera  ce  diamètre  lui-même:  «1  aura 
donc  ;  le  quàrré  dune  ordonnée  à  un:  diamètre  fuâ- 
conque  ejl  an  produit  de  fes  ahfc^es ,  comrnt  le 
quforri  du  éUétmetre  parâÛéle  à  Vordonét  ^  tfi  u 
^quarré  de  fin  conjugué. 

C  0x0  L  L  A  I  EB  tV. 

^'43.  Nous  avons  vu  par  le  éarni^  anide 

-de»  chfervatioûs  du.  num.  339,  que  Ton  a 

{/g.  89  )  BP  -  FO'.MG'^  +  GO*  :-  CL:CE\ 

Si  Ton  fuppofe  que  la  ligne  MN  pafle  par 
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!e  centre  &  dîvife  la  droite  AB  en  deux  éga- 
lement;   cette  ligne  AB    fera  une    double 
ordonnée  à  la  ligne  MN  devenue  diamètre  : 
comme  la  partie  FO  eft  égale  à  zeit),    on 
aura  BP  à  !a  place  de  BP-fO";  le^  parties 
MO  Se  ONj  deviendront  les  parties  DF^Fd^ 
Se  la  fomme  des  quarrés  des  lignes  MG\  GO 
fera  celle  des  quarrés  CD^ ,  CF^  ;  enfin  le  dia- 
mètre parallèle  à  CD  fera  CD  luî-mcmc  ;  le 
diamètre  CL  parallèle  à  AB  fera  CL  coniugué 
à  CD:on  aura  donc  BF*:CD*+CF*::C//:CD*; 
d'où  il  fuit  que  cette  dernière  obfervation  ren- 
ferme la  propoiitîoftià  plus  générale  que  Ton 
puiffe  donner  fur  Ifhyptrbôlc,  en  la  détetmi- 
nant  par   des  ordonnées  extérieures  à  cettô 
courbe.  On  voit  de  même  >  dans  la  figure  8  5>  ce 
que  Ton  peut  établir  de  plus  général  fur  les  or- 
données intérieures  à  là  ihême  courbe;  puif- 
qu'en  fimplifiant  les  deuic  rapports  contenus 
dans  cette  proportion ,  on  Retrouve  les  équa* 
rions    aux    premiers    diamètres    dont     nous 
fommes  partis. 

C  O  R  O  L  L  A  I  &  E      V. 

344.  Ilfuit  encore  du  dernier  article  des  ob^* 
fervations  du  même  n^«  359  »  que  fi  deux  lignes 
droites  ^fi'^  mn^  (fig.  89)  fe  coupent  dans  un 
point  a  fur  L'une  des  afymptotes ,  &  fe  ter«* 
minent  aux  hyperboles  oppofées  ;  on  aura  en- 
core cette  propoTÛon iAoX0B:mûX0n::CL^:CE^: 
car  on  peut  confidérer  Tafymptote  Cs  comme 
un  diamètre  commun  à  chacune  des  hyperboles 
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oppofêesî  Se  Ton  voie  aifémcnt  que  les  redan*' 
gles  AoxoB ,  moxon ,  ont  avec  les  quarrés  des 
diamètres  CL,  C£qaîleuf  foht  {parallèles,  le 
même  rapport  ^ui  fe  trouve  entre  le  reâangle 
ohx^i  des  parties  de  Tafyniptote  Se  le  quarré  ch^de 
la  même  afymptote  prîfe  depuis  le  centre 
jufqu'à  rinfîoi  ;  où  Ton  doit  fuppofer  le  point  A. 
Com<ne  ces  raifons  pourroient  paroître  un  peu 
trop  al)(lraites ,  nous  allons  en  donner  une 
démonftration  complette» 

Nous  fuppoferons  que  par  les  points  F,  g 
itiiliéux  des  fécantes   AB ,  mit  ,   on  a  mené 
les  diamètres  CFD ,  Cgi,  &  par  le  point  D 
origine  du  diamètre  FD  la  tangente  Ds  pa- 
rallèle à  la  fécante  AB^  terminée  en  /  à 
rafjrmptoteDi/nous  fuppoferons  deptu^com*- 
me  dans  lapropofition  précédente»  les  diametret 
CL ,  CE   terminés  aux  hyperboles  Se  paral- 
lèles aux  fécantes  propofées. 
•    En  confidéranc  Tafymptote  Ch  comme  le 
dernier  de  tous  les  diamètres  poflibles.  Se  fup- 
pofant  le  point  h  à  Tinfîni  ;  puifque  nous  avons 
démontré  que  Ton  avoir  en  général  pour  une 
tangente  quelconque  terminée  à  un    diamètre 
.  Cfl;  D5*:  CH' ^CS^ ::C L^  :  CH\ 
cette  proportion  fe  trouvera  encore  vraye  dans 
le  cas  que  nous  luppofons;  c'eft-Â-dire  que 
l'on  aura  Df^.Ch^^^P:.CL':Ck\  Dans  cette 
proportion  ^  je  fais  attention  que  Ch  étant  une 
grandeur  infinie   en   comparaifon  de    Çjf  qui 
e(l  une  grandeur  >finie ,  cette  quantité  devient 
€ulle  vis-à-vis  de  Q  ;  donc  la  proportioa 
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le  réduit  à  celle-ci  Dj':Ch\.CV:Ch^  ^  mais 
Qt'=Ch\  donc  auffi  Dp=CL\  ccft  ce  que 
Ion  fçaît  déjà  par  Taniclc  2^8.  jBf  étant  une 
ordonnée  extérieure  à  Thyperbole  BI ,  on 
aura  BF'  :  CF'  4-  CD'  :  :  CV  :  CD* ,  donc 
BF*=^£î5^*xCl^=^£2xCL%  par  les  me- 
mes  rations  que  nous  avons  donné  ci  -  devant  ; 
&  à  caufc  des  triangles  femblables  CDf^  CF6 
on  aura  C/*:Co\-:P/^  ou  CL*:Fa*=p^^iiii  donc 
JSF^  ~Fd*  ou  i40xoB==£î^^+CL*-J^^  =. 
CL^  :  on  fera  voir  de  même  que  moxon=:CE^ , 
donc  on  aura  Aq  x  oB  :  mouron  :  :  CL^  :  CE"-^ 
CQ.F.D. 

COROLLAIRB      VI. 

345 .  Il  fuit  du  dernier  corollaire,  que  cette  pror 
pofition  renferme  oonfeulement  les  propriétés 
des  hyperboles  par  rapport  aux  diamètres,  mais 
encore  celles  des  mêmes  hyperboles  coafidérées 
entre  leurs  afymptotes;enfortequ'elle  réunit  pour 
ainfi-dire,  en  elle-même ,  toutes  les  propriétés  des 
hyperboles  »  quelque  foie  l'angle  des  aîymptotes; 

N.  B.  Or  awroit  p(i  démontrer  lé  coroUaire  V.fam 
aucun  caUuly  enfefervant  4e  la  prop.  1 7»  Aidis  contr 
me  cetupropofiiian  fîeji  elle  même  qu^un  cas  particulier 
des  deux  précédentes  t  y  ai  crU.quon  y  errait  avecplai/îr 
une  démonftratiùn  direSe  de  cette  propriété  du  afympr 
totesconfidirées  commodes  diamètres  communs  auT 
l^perboles  conjuguées, 

PROPOSITION  XXXIIL 

Th  i  oR  i  m  m. 
^^({«  5i  iws  ligtkfis  droites  IT,  R$  terminéeff 


^4^  ^«  tUypnlolt 

aux  ajymptotes  {figt$o  )  fe  coupent . dans  un  pMtt 
O  y  iui-dedans  des  hyperboks  ^  ye  dis  que  Ton  aura 
cette  proportion  10  x  OT  :  RO  X  OS  ::  tV  :  CE\ 
en  fuppojant  que  CL ,  CE  font  des  diamètres  pa- 
rallèles à  ces  fêtantes  9  qut  nous  apppellerons  fè^ 
teintes  afymptotîqucs ,  pour  les  diftif^uer  des  Je-- 
tantes  AB>  MVi  terminées  aux  hyperboles  ^  tr  que 
Von  peut  nommer  desfécantes  hyperboliques*. 

Démonstration. 

Par  le  point  A,  où  Tune  des  fécantcs  ren- 
contre rhyperboJc,  foit  menée  une  ligne  P-4Q, 
parallèle  a  Tautre  fécante  RS  ;  les  triangles 
lAPylOR  feront femblablcs,  ainfî  que  Icstrian- 
gles  AQT,  OST,  à  caufe  des  parallèles  PQ,RS: 
ces  triangles  donnent  les  deux  proportions  fuî- 
vantes*  Les  premiers  donnent  IA:I0::AP:R0. 
&  les       féconds  ATOTz.AQiOS. 

donc  en  les  multipliant  par  ordre ^  on  aura 
lAxATilÔxOT::  APxAQ  :  ROxOS 
mais  lA  X  AT^  DK^ ,  en  fuppofant  que  DX 
c(l  tangente  au  point  D  origine  du  diametm 
CF  qui  divîfe  ITcn  deux  également  au  poiet  F; 
&  de  même  APxAQ=iNH^9  en  fuppofaoc 
les  mêmes  conditions  pour  NH  :  de  plus> 
(tfrt.  3 14  )  les  tangentes  DK,  A^Hfont  égales 
'  aux  demidiametres  CL  y  CE  parallèles  à  ces 
tangentes ,  &  conjugués  aux  diamètres  CD^CNi 
on  aura  donc  lAxAT^CL"^  de  APxAQ^E" 
donc  en  mettant  ces  quarrés  à  la  place 
àts  reftangles  qui  leur  font  égaux,  on  aura 
10xOT:ROxOS::CL':CE\   C.Q.F.D. 


Ce  fcroît  la  même  chofc  ,  fi  Tane  des  fé-.  *' 

cantes  IT  écoit  difpofée  de  manière  qu'elle 
rencontrât  les  deux  hyperboles  oppoféés  l  car  les 
triangles  lAP^  lOR^  AQT^  feront  toujours 
feihblables,  &  dont^eront  les  mêmes  proportions. 

COROLLAI&B      I. 

347.  Les  parties  AB^  MN  des  fécantes  IT,  RS 
étant  des  fécantes  hyperboliques,  on  aura  pat  ^ 

Ia  propojition  précédente     .     •      •  •  • 

AOxOB:MOxON::CV:CE\  de  nous  avons 
lOxOT  iROxOS::  CL^  :  CE^;  donc  on  aura 
AOxOB  :  MOxON  ::  lOxOT  iROxOS. 
D'où  il  fuit  que  les  proçluits  de  deux  fécan- 
tes hyperboliques  quelconques  font  cntr'eux. 
comme  les  produits  de  deux  fécantes  afymp^^ 
jtotiques  parallèles  aux  premières. 

CoROLLAfSB' IL 

94&  Si  les  deux  fécantes  /T,  RS  cfevcnuCT 
toutes  deux  tangentes.  Tune  en  D  &  Faotre 
en  F  iJig.Çt  )  fc  coupent  dans  un  point O» 
on  aura  toujours  .  «  • 

lOxQTiROxOSr.CE' : CL'::FT:DS\  puîfquc 
les  diamètres  CE,  CL  font  égaux  aux  tangentes 
ET^  D5  prifes  depms  le  point  d'attouchement 
juiqu  à  Tafymptote.  IXoù  l'on  voit  que  les  pro- 
priétés des  lécantes  afymptotiques  font  tes 
mêmes  que  celles  des  iécantes  hyperboliques. 
On  peut  démontrer  ce  coroUaive  ditedement 
de  la  mème/naniere.  que  Ton  a  démontré  lai 

Q  w 


f^?  DeVHyperhoU: 

propofitîon.  Par  le  point  F  milieu  de  la  nn^ 
genre  IT^  foit  menée  la  ligne  PFQ  parallélç 
à  la  tangente  RS.  Les  triangles  lOR ,  IFP  font 
fembdabïes ,  ainfî  que  les  triangles  TOSy  TFQ  ; 
les  premiers  donnent  la  proportion  fuivante 
JO  :  OR  ::IF;  fTy  &  les  féconds  donnent  celle-ci 
QTOS  ::  FTiFQ;  donc  en  multipliant  par  ordrCf 
JOxOT:ORxOSi:lFxfT:FPxFQi  mais 
IFxFr=:^  JFT^,  puifque  la  tangente  eft  divifée 
en  deuîc  également  en  F ,  âc  (  'num^  298.  ) 
FF  X  f  Q  =  DiS* ,  donc  en  fuhftituant  on  aur^ 
iQxOT:ORxC)S::Fr^:Py::C£\:Cr. 

Çq^Pî-i-ai  r»     III, 

1549.  Puîfque  les  tangentes  IT,  RS  fencdH 
vifiéesL  en  deux  également  aux  points  F,  D 
4c  eq  dçux  parties  inégales  au  point  O  j  oa 
^ura  par  le  Lem.  fond. ,  IOxOT=FT^^FO\  & 
jîQ  ><  OS  «  DR^-DO\  donc  en  fubftituant  ces 
valeurs  dans  la  dernière  proportion  du  corollaire 
ppccdent,  on  aura  F  T^  -^  F  0"^  :  D  R^  --- 
1?0^::FV:DS'  ou  DR';  d^ou  Fou  déduit  çn  fei- 
iânt  un  alternando  Se  enfuite  un  detrahendû 
Fr:FT^-FT^4-FO*::DR^:jDK^-D/{*+D0\ 
rcduilânt  &  tirant  les  racines  FT:FO::DR:DO. 
à:  mnpônendù.  :  F  7-^FO  :  FO  ::  JÛR+DO  :  DO , 
fc  di^Uenà^y  FT-fO  ;  FO  ::  DR^DQ  :  DO, 
clonp  puifque  les   con£équents  de  ces   deux 

pfoportions  fom  égaux;   on  aura ^ 

f7+FO;FT^FO::DR+DO:Dii-D6,  rediàf. 

|Q    tt     OT    ::      OS      :      Qfi;  mais  les 
«langiez.  OTS^  QRl,  çw  un  angle  égal  çn  0  ^ 


Ltyre  txoijièmè  '^^ 

fc#m'pri$  entré  côtés  réciproques;  donc  ils 
font  égaux  :  donc  en  leur  ajoutant  le  qua- 
drilatère CROTi  les  triangles  CRS,  CTL  feront 
égaux  ;  d'où  il  fuit  que  le$  triangles  formés 
par  deux  tangentes  quelconques  âc'^les  afymp-* 
totçs  font  toujours  égaux  entr*cux^  C'eft  ce 
que  nous  avons  déjà  démontré  {num.  ^06).  Si 
les  tangentes  appartiennent  à  des  hyperboles 
oppofée^ ,  il  faudra  des  triangles  égaux  oKl^  oTS 
ôter  le  quadrilatère  commun  TCRoj  pour  en  con- 
clure Tégalité  des  triangles  CTi^  CRS.  Il  fuit 
encore  de  cette  propofition ,  ou  du  corollaire 
préfent,  que  tous  les  parallélogrammes  infcrits 
aux  hyperboles  âc  formés  fur  deux  diamètres 
conjugués,  font  égaux  entr'eux  ^  Se  au  rcétangle 
4es  écwn  axes« 

REMARQUE. 

3  ^o.  On  ppurroit  encore  déduire  de  cette 
propofition  beaucoup  d'autres,  corollaires  9c 
en  faire  ufage  pdur  trouver  une  hyperbole  qui  pa-« 
flat  parplufieurs  points  donnés  &  dont  les  dia-^ 
jnetres  feroient  entr  eux  dans  des  rapports  dé- 
terminés; mais  comme  nous^avons  déjà  fait 
voir  fur  Tellipfe  Tufage  de  cette  propofition  jt 
dans  la  folution  des  problêm^ç'de  ce  genre» 
iiQUS  ne  les  répéterons  pas  içî.^  d'autant  que 
nous  avons  encore  à  examiner  d'autres  propriétés 
de  l'hyperbole  ,  qui  ne  font  pas  moins  eu- 
rieufês  que  ce  qu'on  auroit  pu  dire  fur  cette 
matière»  Se  qu'un  plus  long  détail  pafoîtrok 
peqt-^tre  inutile  dans  des  élémentsjt 
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PROPOSITION    XXXITà 

TffJSOR£M£». 

^^I.  Si  pëf  unpointV  de  Vum  au  k/perbdep^ 
eppojées  ,  en  mtnt  une  ordonnét  PQ  à  un  Ha-' 
mètre  an  la  mime  l^perbole^  &  une  tangente  PH 
qai  rencontre  ce  diamètre  eniiy  je  dis  que  ton 
ûura  toujêufs  eeue  fropartion  CO  :  CT::CT  :  CHL 

D  é  M  O  N  s  T  R  A  T  l  O  H^ 

Soit  prolongée  Kof donnée  PO ,  Jufqu'a  ce 
qu^ellc  rencontre riiyperbolc  en  pi  par  le  pointT 
origine  du  diamètre  CT^  foit  menée  Tordon* 
aéeTG  auilî  prolongée  jufqû'àec  qu'elle  ren- 
contre rhyperbole  en  ty  èc  par  te.mème  point 
Tfoit  menée  la  tangente  TIC ,  terminée  au  diih* 
mètre  CP  en  K.    Cette  tangente  coupera  I2 
tangente   PH  4an$  un  point    S  ;   les  lignes 
Tr ,  Fp  étant  des  fécantes  intérieures  à  ITiypcr- 
bole  qui  fe  coupent  en  25,  on  aura  {art.  340) 
GT^^  GD'ouTDxDtzPO^  -^  ODça 
PDyDp.iPS'iTS"^  ;  maïs  les  lignes  PS,  TD  étant 
parallélcs,aînG  queles  lignes  TS,PD;DPSTeftua 
parallélogramme  :  donc  PS=TDSc  TS^=J^D,  on 
aura  donc  DT^Dt:PDxDp::JPT:PD\  Scévi- 
faut  les  deux  antécédents  par  DT,  &  les  deux 
conféquents  par  PD ^  Dt  :Dp  ;:  DT:  PD^ 
donc  Dt  +  DT  :  Dp  +  DP  :  :  DT  :  PD  ou 
tT:  Pp::DT:PD  6c  prenant  la  moitié  des  deux 
premiers  termes  TG  :  PO  ::  DT  :  PD ,  Se 
alternando  TG  :  DT  ;  :  POiPD,  Se  dhïdendo^ 


Fl'Vnr.   Facte  zSû 


l 
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rÔ--DT:DT::PO^PD:PDi  eïiréduifant 
on  trouve  DG  :DT::  DO  :  PD ,  cf  où  il  fuit 
que  les  triangles  PDG^TDO  font  égaux» 
puifqu'ils  ont  un  angle  égal  D»  compris  en- 
*  tre  côtés  réciproques;  donc  en  leur  ajoutant 
le  triangle  commun  DOG  y  les  triangles  POG^ 
TOG  apuyés  fur  même  bafe  OG  ^  feront 
égaux  ;  donc  ils  font  compris  entre  parallèles; 
donc  on  aura,  àcaufe  des  parallèles  PT,  OGf 
CO:CT::CG:CP,Sck  caufe  des  parallèles 
TG.PH,  CGiCP.iCTiCH;  donc 
CQzCTiiCr.ClL  C  Q.  F.a 

COEOUAIRE      L 

3  J2,  Puîfque  ron  a  CO  :  CT:  :  CT:  CH , 
donc  CH  =^  &  partant  OH  ou  CQ  -  CH^ 
CO-^  =  ^2!=^;  cToù  l'on  tire  cette  analo- 
gie y  CO:CX)+CT-.CO--CT:CH.  Si  1  qa  fup- 
'    pofe  que  rabfciiTe  CO  {bit  infiniment  grande  , 
ic  le  demidiametre  CT  d'une  grandeur  finie  p 
la  valeur  de  OHdevient  ^=C0  ;  puifquo  CP 
étant  le  quatre  d'une  grandeur  finie  y  n'efl  rîea 
par  rapport  au  quarré  de  CO  que  Ton  fuppofe 
infini  :  d'où  il  fuit  que  lorfque  la  tangente  ne 
rencontre  l'hyperbole  qu'à  l'infini ,  le  point  H 
tombe  fur  le  point  C,  &  par  conféquent  cette 
tangente  devient  Kafymptotc  de  la  courbe. 
On  peut  encore  déduire  cette  vérité  de  la  pre-* 
miere  proportion  9  CO:CT::CT:CH  ;  car  fi  l'on 
fuppofe  que  CO  foit  infiniment  grande  par  rap- 
pon  à  CT^  CTfera  aufii  infiniment  grande  par 


rapport  a  CH^  donc  le  point  B  ti^cA  pai 
différent  du  point  C. 

C0KOLX.AIRK    IL 

353.  Donc  toutes  les  tangentes  que  Vg6 
peut  mener  à  Thyperbole  ,  fc  trouvent  ren- 
fermées depuîf  le  centre  C  jufqu'au  point  T 
origine  d'un  diamètre  quelconque  :  c'eft-à-dirc 
que  jamais  une  tangente  ne  pourra  rencontrer 
un  diamètre  au -de -là  du  centre  C.  Les  dia- 
mètres dont  il  s*agit  ici  font  les  premiers  dia- 
mètres de  rhyperbole  à  laquelle  on  fuppofe 
que  la  tangente  a  été  menée, 

COROLLAIXI      IIL 

5J4,Puifque  CO:CT::Cr:CH,  dofic  imer^ 
îendo   CH:CT::CT:CO,   Se 
€(mponindoCT+CH:CT::ÇO  +  CT:CQ 
Se  dividende  CT^  CM:  CT:  :  CO  -  C  T;  COi 
donc    CT+CHiCT'-CHiiCQ-i'CrjCO'-CrSc 
reduîfant  IH     :     HT    ::     10     :     OT. 
d'où  il  fuit  que  la  ligne  10  eft  coupée  en  propor- 
tion harmonique  aux  points  H,  T;  puifqueîa 
plus  grande  partie  10,  eft  à  la  plus  petite  /H, 
comme  Pexcès  OT  ,  de  la  plus  grande  fat 
la  moyenne,  eft  à.  1  excès  IfT  de  la  moyenne 
fur  la  plus  petite^ 

PROPOSITION    XXXV. 

3  J  J.  Stpar  m  point  F  d'une  kyperbote ,  (^g.  p  5^ 
w   mené  une  ordonnée  Po  ^  i  60  {eopnd  àié^ 


Lhnrt  troïfiémt.  ajj 

mtttt  Gt ,  (f  une  ungente  Ph  terminéi  âu  mime  Jw- 
mètre  proUngé  autant  quil  eft  fiécejfaire ,  je  dis 
fue  Von  aura  Co  :  Ct  ::  Ct  :  Cfa. 

'     DiMOKSTAJlTlOK. 

Pat  le  centre  C  ,  foît  mené  le  diamètre 
CT  parallèle  à  Tordonnée  Po ,  &  par  con- 
féquent  conjugua  au  diamètre  O;  lequel  ren- 
contre la  tangente  PA,  dans  un  point  H: 
par  le  point  P  foit  encore  menée  au  diamètre 
CT  l'ordonnée  PO,  qui  fera  parallèle  au 
diamètre  Ct  :  à  caufe  du  parallélogramme  COPo^ 
on  -pourra  prendre  Co  à  la  place  de  PO ,  Se 
Po  à  la  place  de  CO  :  il  eft  de  plus  évident 
^ue  les  triangles  POH,  hCH  font  femblables  , 
-à  caufe  des  parallèles  Cfc ,  PO  ;  donc  on  aura 
OH:  PO  ou  Co  :  :  CH  :  Ch,  donc  Ck=£S^ , 
mais  («um  3J2.)afen=^&OH  =  £2îr^, 

donc  en  fubftituant  ces  valeurs  on  aura  Ch  =: 
^^r^=c::^%  '  «nak  co*  ou  P*-  qui  loi  eft 

égale ,  étant  une  ordonnée  extérieure  à  l'hy- 
perbole >  on  aura  GO^  ou  Po'  ^€1'+  ^"^' 


xrr» 


donc  yJts^^f^^^^^^zzcf^'^'ç^^^  — ^ 
'duîfant,d*où  l'on  tire  CoiCt  ::  G  :  Cfe.  C.  Q.  F.  D. 

D  i  F  I  K  I  T  I  O  K. 

3  y5.  La  ligne  OH  ou  oh  comprîfe  entre  la 
rencontre  d'une  ordonnée  PO,  &  la  tangente 
PHf  menée  par  Textrémité  de  cette  ordonnée 


i;«  De  rByptrloUi 

le  mime  plan  ;  mener  par  ce  point  Une  tâA^entê 
à  Vhyperbole.   {fig.^l) 

S  o  L  u  T I  o  K» 

Pat  le  centré  C,  &  le  point  donné  JÎ,  od 
mènera  un  diamètre  CHT,  qui  rencontrera  ITiy- 
perbole  dans  un  point  T.  Sur  ce  diamètre  pro* 
longé  autant  qu'il  fera  héceflaire^  on  pren* 
dra  une  partie  CO  telle  que   Ton  ait  .  ,  • 
CH.CT^:  CT:  CO  $  par  le  point  O,  Ton 
mènera  une  double  ordonnée  OP  au  diamètre 
CO  y  dont  les  points  P  ^  p  détermineront  ka 
points  d'attouchement  des  tangentes  que  Ton 
cherche  ;  pour  avoir  Tangle  des  ordonnées, 
par  le  point  T,  on  mènera  une  ligne  TR  paral- 
lèle à  Tune  Ats  afymptotes  CF^  on  prendra 
enfuite  la  partie  -DR  égale  à  CR  ,  8c   loti 
mènera  la  droite  DTF  qui  fera  tangente  en  T, 
(  art.  )Op.  )  &  par  conféquent  déterminera 
Tangle  des  ordonnées.  Ainfi  Ton  n'aura  qu'à 
mener  par  le  pointj^O  la  droite  POp  parallâe 
à  D^^  pour  avoir  its  peints  Pyp  avec  toute  la . 
préciâon  poflible.  Ce  (eroit  à  peu  près  la  mê« 
me  folutioû ,  fi  le  point  H  fe  trou  voit  en  t» 
dans  l'angle  d'une  des  hyperboles  conjuguées: 
alors ,  une  tangente  feroit  terminée  à  une  bf- 
perbole  y  &  l'autre  feroit  terminée  à  fon  op- 
pofée.  Cette  folution  porte  fa  démonftration 
avec  elle,  8c  fuit  entièrement  des  principa 
que  nous  avons  établis. 

ï>RÔPÔSITlON 


Lmt  trotjîéms  It  ff 

"]p]RbPOSITION  XXXVIL 
3(Î2.  Suppofant  toutes  chofes  comme  dnns  Ik 
3  Jeme.  propoJitUm  3  Jipar  V extrémité  T  d'unâïa- 
inerte  j  on  mené  la  tangente  TA  paraUéle  à  tor^ 
donnée  PO  du  diamètre  CT ,  laquelle  coupe  la 
tangente  PH  en  S,  Êr/e  termine  à  Vutu  des  afym* 
f  têtes  en  Af  je  dis  que  Von  aura  tàitjours  cette 
froportion  CO+CT:CO  -  CT::TA' :  TS^ 

D  É  k  o  N  s  T  &  A  T 1  o  h; 

A  càufé  des  parallèles  PO,  TS  lés  trian* 
igles  POH,  5TJîfontfemblabIes,  &  donirènt 
OH':PO'::TH'  :  75%  mais  (art.  ^60)  OH^ 
£2^j  donc  OH»='^;-^P»  :  PO'  étant  lé 
^uarré  de  rordonnée  PO  ;  on  aura  PO^  =* 
t£l^xT^^  on  au»  auffi  Tiî=CT-ï?H= 

et-  ^«£Z>l^j;is=S2:2^î donc TH*  = 
C72x^r*engn. 75x^3^».  donc  enfuWiî. 
tuant  ces  valeurs  à  la  place  des  premières; 
la  proportion  précédente   devient  celle  «  ci. 

Ç£gZl  :  £21z$Ix  TA'  :  :  iZ!>g£Ï':  K*;  Divi- 
fant  les  dtux  premiers  termes  par  (X)*  -^OPt 
&  multipliant  les  deux  antécédents  par  la  même 
quantité   CO^,   elle   deviendra  celle-ci'.  ; 

CO^^CP  :  ^  ::  CT\CQ-Ct:  T5';divifant 
encore  les  deux  antécédents  pat  CO^CTf  Se 
tnultipliànt  le  prooiier  &  le  fecond'icrme  par 
CP ,  on  aura  CT  x  (CO-hCI)  :  TA*  :;  CP  x 
(  CO  —  CT)  :  7y ,  ou,  en  diviCant  les  deux 

R 


^58  DeVHyperbote. 

antécédents  par  CT ,    &  alternant  CO  + 
CT:ÇO^CT::TA  :TS\  C.  Q.F.D. 

COKOLLIARE. 

^6^.  Si  Ton  fuppofe  que  rabfcîffc  CO  de» 
vienne  infiniment  grande,  les  deux  premiers 
termes  OO+Cr,  CO—CT  deviennent  égaux; 
puifqu'une  quantité  finie  ne  peut  diminuer  ou 
augmenter  l'infini  y  de  quelque  manière  qu'elle 
foit  combinée  avec  lui,  par  addition  ou  par 
fouftraâion  :  donc  TS^s^TA^  ;  d'où  il  fuit  que 
Iprfque  la  tangente  PH  ne  rencontre  Thyperbole 
qu'à  l'infini ,  elle  pafle  par  l'extrémité  de  tous 
les  feconds  diamètres  :  d'ailleurs  nous  avons 
vu  (num.  3  5oJ  qu'une  pareille  tangente  pafle 
aufli  par  le  centre  de  l'hyperbole  ;  donc  cette 
tangente  ne  peut  êtYe  différente  de  l'aTymptote 
puifqiie  cette  ligne  a  précifément  ces  deux 
propriétés. 

DiFIKITION. 

5(^4.  Suppofant  que  la  tangente  Piî(^.  94.) 
rencontre  l'axe  CTen  H ,  Se  que  l'ordonnée  PO 
au  même  axe  menée  par  le  point  touchant  P, 
eft  parallèle  au  fécond  denfi  axe  ATi  fi  par 
le  point  P,  on  élevé  une  perpendiculaire  PR, 
jufqu'à  ce  qu'elle  rencontre  l'axe  prolongé 
autant  qu'il  eft  nécefiaire ,  la  partie  OR  de 
cet  axe ,  comprife  entre  l'ordonnée  PO ,  &  la 
rencontre  de  la  perpendiculaire  HR  à  la  tan- 
gente en  P  ,  eft  appellée  fouperpendicidaire 
on  founormale» 


JLîm  troîfiémè^  s^kp 

PROPOSITION  XXXVIÏL 

3tî^.  Sùppefant  routes  chofts  c&rrrmè  dans  là 
définition  précédente  y  je  dis  que  Inbciffe  CO  6*  U 
JiunorrhaU  OR  font  toujours  dans  un  tapport 
confiant  j  qui  tft  celui  de  CT'  à  TA*,  Ctft-à^dirt 
ique  ton  aura  toujours  cette  proportion  .  ^  «  i 
GO:OR;:CT*  :  TA\ 

DâjtfoHsfAÀTiôiri 

Lie  triangle  reâangle  RPH  étant  dlvifé  ta 
deux  autres  triangles  reâangles  ROP,  POH^ 
femblables  entr'eux  Se  au  grand  triangle  ;  on 
a  OH:  PO  :;  PO  :  OR ,  donc  PÔ*  =  OHxRO^ 
mais  PO^  =  CO*  -  CTx^:^,  8c  OH^^^i^  j 
donc  on  aura  aulieu  de  Tëquation  précédente 
iCO'^CT)x^^^C0'''-CT)^%,  d'où  Fou 
tire  en  divifant  chaque  membf epar  CO^-^CP  i 
CO:OR::Cr:T^*.  G  Q.  F.  D* 

C0R01.1.AI&E     L 

^66»  Si  Tangle  des  afymptotes  eft  aigu,  otk 
aura  toujours  CT'^  TA ,  donc  auffi  CO  fera 
plus  grand  que  OR  :  ce  feroit  le  contraire  fi 
l'angle  étoit  obtus.  Si  ronfuppoferabfcifleOI* 
infiniment  petite,  ou>cé  (^ui revient  au  mèmei 
CO:=i=CT%  la  founotmale  OR  devient  égale  à 
1^ ,  car  de  la  proportion  COiOR  n  CP:TA\ 
on  tire  OR==I^12<£2,  donc  lorfque  CCh^CT, 
OR^^é  Maïs  il  eft  évident  >  que  cette  ex* 
prcfiion  n'eft  autre  chofe  que  le  derhl  j^arâ- 
mètre- de  Taxe  double  âcCT'y  donc  toutes  ici 

Rij 


2^0  25«  VHyptrbàlei 

perpendiculaires  à  la  courbure  de  Tliypcrbolc  i 
feront  comprifes  fur  Taxe ,  depuis  le  point  K 
que  Ton  fuppofe  éloigne  du  fommet  T  de 
la  courbe  »  de  la  grandeur  du  demi  paramètre» 
)of(]u'à  rînfîai  ;  cnforte  qu^aucuae  perpcndico* 
laire  aux  différences  paities  de  cette  courbe,  oe 
pourra  tomber  entre  les. points  T&Kj  c'cft 
ce  que  nous  avions .  déjà  reconnu  en  par« 
tic  (  num.  279  ). 

COROLLÀIKB       IL 

357.  de  tous  les  cercles  que  Ton  peut  infciire 
à  rhypcrbolc  qui  touchent  cette  courbe  à 
fon  fommet  T ,  le  plus  grand  poflîblc  eft  ccfaî 
qui  a  pour  rayon  la  ligne  TK  moitié  dû  pa« 
rametfe.  On  démontreroit  cette  propofition 
à-'peo-près  oomme  nous  avons  démonftfé  i'aid 
cle  {t  7^)  def  dlipfe.  D'eu  il  fuit  que  pksi'an^e 
désafyfnptctes  £^a  graad,  pkis  auili  les  corclei 
infcriptibles  aux  hyperboles  cocnpdibs  daos 
ces  angles  ^'  Se  tangents  aux  fommets  des 
mêmes  courbes  feront  grands;  de  manière 
cependant  que  le  rayon  Je  ce  cerde  li'excédcta 
jamais  le  demi  paramètre  de  Taxe  prindpaL 
On  peut  encore  reconnoître  cetce  mériiét  fi 
Vonùic  attention  que  la  courbure  d'une  byfci^ 
ibole  dépendant  'de  Tangle  des  afympMceSf 
flus  cet  angle  iera  obtus,  moins  eile  £» 
grande;  &  partant,  {Jus  le  rajison  du  ccfok 
ioicr^tible  à  la  courbe  )(era  gcamd,  puifqœ 
les  coufbures  des  cercles  font  eneaKbn  inverie 
des  rayons.  On  voit*pai  ce  corollaire  qu'en 


g&nit^  49»%  toutes  les  (eâioRS  coni<{ués  It^ 

plus  grand  cercle  infcriptiblc  à  chacune  de 
ces  courbes  &  tangçnt  à  Torigine  de  fon. 
ion  axe ,  eft  celui  qui  a  pour  rayoQ  h  xuoitiQ. 
4u  pajcamçtre. 

C  o  »  G  L  L  A  I  R  E^     1 1 L 

3  69.  Si  Tangle  des  afjmptotes  eft  droit ,  ou,  c«t 
qui  revient  au  même  »  ii  Thyperboie  eft  équt-^ 
latére;  on  aura  toujours  CO^ORy  puifquo 
dans  ce  cas  CTt=zTA.  D'où  il  fuit  que  la  dif- 
tance  du  point  O  au  poiijt  R ,  eft  égale  à  la^ 
diftance  du  même  ç^int  0  au  centra  C  d<t 
l'hyperbole. 

SCHOLIE. 

9  6^.  On  a  dû  remarquer  par  tout  ce  que  nousê 
avons  vû>  que  Thyperbole  équilatére  a  toutes: 
les  propriptés  du  cercle  ,  mais  dans  un  fens 
contraire;  de  même  que  les  autres  hyperbolesL 
ont  les  propriétés  invçrfes^  des  ellipfes  en  gé- 
«éral  :  ce  rapport  de  l'hyperbole  équilatérce 
au  cercle  eft  frappaut  dans  le  denûei  corol*» 
hire.  Tout  le  monde  fçait  que  lesi  perpen-^. 
diculalres  aux  tangentes  d'un  ceircle  p8df^en^ 
toutes  par  le  centre  >  ainG  fa  fouperpendicuIaireK^ 
eft  toujours  ^ale  à  rabfciiTe  dans^  I«  cercle  ^ 
&  aufli  éloignée  de  Textrémicé  inférieure  de  i'or^ 
donnée  que  le  centre  C,  du  même  côté :^d^s^ 
Ifliyperbole  cquilatére>  toutes  les  foi^er>pe{H. 
feulai; es  font  égales  aux  abrciiresK&  ^  poinQ: 
fi  çfteftaufQ  éloigné  du  poîot  Q  qun  lecen^ 
m^Ç  Pçft  dii  même  point ,  mais  dfe  Tantre  c4i4?- 


J^ROPOSITION  XXXIX. 

T/sr  iaRÉMS. 

570, Si  des  txtrémtth  V9  Q  de  deux  dXAmetm 
conjugués  ÇP ,  CQ ,  (Jfg.  S>S*)on  mené  àundob- 
notre  quelconque  CT  ,  des  ordonnée!  PO  $  QR  ; 
/e  dis  que  la  différence  des  quarrés  des  abfeiffes^ 
potrefpondantes  à  ces  ordonnées  y  eft  égale  au  quarri 
du  diamètre  auquel  on  a  mené  ces  ordonnées  ;  ctfi 
à'dko,  que  Von  aura  CO'--CR*=CT\ 

Démonstration*. 

*  Par  le  point  P  extrémité  du  diamètre  CF^ 
foit  metfçe  la  tangente  PH  parallèle  à  foo 
conjugué  CQy  jufqu à  ce  quelle  reneonticea 
H  le  diamètre  CT  auquel  on  a  mené  les  or- 
doonçeç  PO  y  QR.  La  droîtç  PO  étant  im 
ordonnée  au  diamètre  CT,  on  aurîi  PO^iCO^-^ 
CT:iCB^  :CP,(oa  fuppofe  que  ÇB  eft  cpnjù- 
gué  à  CT)  doncPO^=:îS^^.Hî  :  QR  étaot 
une  ordonnée  extérieure  à  ThypcrbolefiQ,  oa 
aura  (art.s26)  QR'.CT^+CR'rCB^iCPf  donc 
Ç/Î*=.i£ll:!f^llî<££l,  donc  PO"^  :  Q**  ::  (  CO'-- 
,CT)x^^  :  iCP'^R')x§Ç^y.CO^--CP:Cr+ 
CR\  Et  àcaufe  des  triangles  femblablesHPO, 
CQRy  ona  QR^:PO^:iCR^:OH' ,  doncen mut- 
tiplhnt  ces  deux  proportions  parordre ,  on  au» 
PO^xQR'  iQR'yPO"^  iiCR'xCO^^ 
CR'xCT^  :OH^xCT*+  €>fl^xClî\ 
fit  comme.  1^.  4fiux  premier^  termes^  foo^ 


lAvrt  troi^émti  ««^J 

'^trxix .  les  deux  derniers  le  feront  aaffi ,  & 

Sont  CR-xC0--:CK-xÇT'=OH;xCr+ 

OH""  X  CR* ,   donc  en  traBlpolant  le  ternje 

nf4^icCR^ ,  &  réWuifant  le  premier  membre, 

«raara(OT-Cr-OH^)xGR^=OH^xCT^ , 

tfoùloa  déduit  CR*-êô^S^.  P^<5fente. 

■  ment  fi  à  la  pfece  de  OH*  on  met  fa  valeur 

«££î:ïlt'*(num.  3$2.)>  °^  *"'*  ^"  redwiant 

CO*  —  CP  à  la  même  dénominatioa  CR*=» 

— "^LUllî  „ .  &  divifant  te  numérateur  & 

le  dénomînatcar  de  cette  fraftion  par  k^fraftion 
commune  £2^"^  on  aura  pour  h  ^eur  de 

effaçant  ce  qui  fe  détruit.  Donc  CO  -GR  =« 
CT*'  en  faîfant  paffer— CT  dti  fccond  mem- 
bre ins  le  premier,  &  CR'  du  premier  dan» 

le  fécond  C  Q.  F-  !>•       ^ 

On  démontreroît  de  la  même  manière  que 
fi  des  extrémités  P,  Q  des  mêmes  diamcwcs  „ 
en  mené  les  ordonnées  Po,Qr  au  diametieCB^ 
conjugué  àCT,.  on  auroit  Cr^-Qy  «Cfi  , 

CaROttAIKS 

,71.  Si  le  diamètre  CT  eft  lé  grand  «cjfe 

l'hyperbole,  ^^ d««"^^C« ,^°T^i  ^COR î: 
fera  le  fécond  axe,  les  tniangles  COI'fi-Klli^ 
fcrontreftangles,  puifqueles  axes  fonttou^urs: 
aaMe  droit  l'un  avec  l'autre  ,  *  Ion  aura 

toujours  CA/  —L.IS-  — î^*,  *  j  ,  :j.  .  .  ,' 
donc  en  lettancbant.  la  féconde  égalité  de  Ufc 

Riv; 
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^6$  De  THyperhokl 

rhyperbolc  donnée ,  dont  les  lignes  EH,  FEf 
repréfentent  le^  af]finptotes;  &  partant  les  trian- 
gles LCM^  EHF £ont  égaux,  puifqu'ils  ont  un 
angle  égal  >  compris  entre  côtés  égaux  ;  donc 
la  ligne  CTO ,  qui  divife  la  droite  LM  en 
deux  parties  égales.^  efl:  un  diamètre  de  Thy- 
perbok  Se  fait  avec  fa  double  ordonnée  mn^ 
l'angle  demandé,  ainfi  ayant  mené  parle  poini 
T  où  le  diamètre  GT  rencontre  Thypcrbolc , 
la  tangente  TS^  cette  ligoc  fera  le  fécond 
demidiamerte  demandé.  Cr  Q.  F.  D«. 

R  E  M  A'R  qU  E. 

Comme  thffperbde  efi  une  courbe  Jymétrique  at 
fuppofant  que  les  diamètres  donnés  Âa,Bbjfôieiit 
les,  deux  axes ,  on  pouxroit  trouver  de  t  autre  cité  Âa^ 
un  autre  diamette  qui  fit  aujji  avec  (es  ordonniez 
ou  fin  conjugué  un  angle  égal  à  ïangU  propofé  : 
$*eji  ce  quon  peut  reconnoipre  par  la  J%.  97  ;  car 
Ji  Von  mené  par  le  point  H  la  parallèle  IH  à  fir 
eorde  EF,  df  q^uepar  U  point  I  on  mené  tes  droites 
|E,  IG,  IF ,  on  aura  un  nouveau  triar^le  lEF ,  ^d 
au  triangle  HEF^  par  le  moyen  duquel  on  pourra^ 
dévermintr  deux  nouveaux  diamètres  conjugués  qd 
qui  ayent  les  mimes  propriétés  que  les  deux,  pre- 
miers  GT,  CS. 

Les  propofitions  que  nous  venons  ie  voir  fint 
précifémeof  les  mêmes  que  celles  que  nous  avons  à^ 
montré  dans  teUipfe^  ou  leurs  inverJèsA  dans  le  refie 
de  ce  livre  ^  nous  allons  examiner  les  propriété 
que  Von  f  eut  regarder  comme  par-ticuUeresJVk^pet^ 


Livre  troifiémè:  ^^j 

hte  eonpièrée  par  rapport  àfes  ajymptotes*,  nous 
iéttrmintrom  Its  rapports  dts  portions  d'une  mime 
kyperbjoki  &*  ceux  des  différentes  hyperboles.  On 
n'a  point  trouvé  jufquiei  de  méthode  pour  toifir 
la  furface  ahfitue  de  V hyperbole  ^  &•  film  toutes 
les  apparences  la  quadrature  exaSe  de  cette  courbe 
nUftpas  plus  aîjie  que  celle  de  VeVipfe  ;  6r  Je  même 
que  la  quadrature  de  toutes  les  ellipfes  imaginables 
dépend  de  ceUe  du  eerele  que  ton  peut  regarder 
comme  la  plusjîmple  dans  le  genre  elliptique  i  nous 
ferons  voir  auffi  que  la  quadrature  de  toutes  les 
hyperboles  pojjfibles  ,  fe  réduit  à^  celle  de  Vhy^ 
perboU  équîlatere  qui  eft  aujfi  ht  plus  Jîmple  de 
toutes  dans  le  genre  hyperboUque^ 

D*FIHlTION% 

573.  Une  furface  comprîfc  entre  une  corde 
'AE^  Se  une  partie  de  la  courbe  ABE  ^  eft 
appellée/égme/ir  hyperbolique^  C/fg.  p8.  ) 

374.  Une  furface  ACEBA  comprife  entre 
la  même  courbe,  &  deux  diamètres  CA ,  CE 
ferminésaux  extrémités  de  Tare  ABE  ,  eft  ap« 
sellé ,  feSeur  hyperbolique. 

PROPOSITION  XLL 

37Î-  T)euxfegments  hyperboUques  ABE,  BAD 
ifig.  93.  )  font  égaux  Ifirfqu'dsjont  cmprU  entre 
dts  parallèles  DE,  TS. 

P  E  M  O  N  s  T  a  A  T  I  0  10 

Nou$  fuppçferons  d'abord  que  les  cordei . 
AE^  BX>  ^ui  foutîçiuiçnt  Içs.  fegn^cnts  ARE  ^ 


ifi  0c  Wyperlotè. 

tourbe»  par  leqvel  &  par  le  point  'A  menist 
tine  foutendante  9  le  fcgmcnt  compris  entre 
tette  corde  &  fon  arc  feroit  encore  égal  aa 
fegmeût  propofé.  Enfin,  le  problème  pcoc 
toujours  avoir  deux  folutîbns  tant  que  le  point  A 
ifcra  diffiércnt  des  points  fl ,  D ,  &  qu'il  fera 
compris  dans  Tare  AD  :  partout  ailleurs,  il 
ne  peut  en  avoir  qu'une. 

Co)àLOLLAIA£.       IL 

3^0.  Il  fuit  encore  delà  que  pour  partager 
un  fegment  ou  un  fefteur  hyperbolique  eo 
deux  parties  égales  j  il  n'y  a  qu'à  mener  par 
le  centre  Ç  &  te  point  D  milieu  de  la  fou- 
tendante AB  (  fg.  it>o  )  le  diamètre  CTD; 
tar  on  peut  concevt)ir  le  fejjment  ATB  com- 
me, compofé  d*une  infinité  de  lignes  droitei 
CH  parallèles  à  AB  j  donc  puîfquc  le  dia- 
mètre flïvife  toutes  ces  parallèles  en  deux  éga- 
lement y  il  divifera  auffi  le  fegment  en  deux 
parties  égales;  c'eft  par  la  même  Taifon  qQ*3 
divife  le  feâeur  en  deux  également;  car  il 
ci  évident  Jque  les  éléments  FG  ^  HE  de  h 
partie  concave  CATSB  font  égaux  l'un  à  l'autte 
puifquc  EJznFI  êc  que  GI=IH. 

PROPOSITION  XLIIL 

381.  Btux  fegments  hyptrUli^uet  fini  ég&ux 
^prfqu'îU  ont  même  bâft  fG(fig.  101  )  Cr  qu'jb 
Jfim  compris  entre parallAes  FGi  TBî  fait  qutts 

fiient 


ÏAmre  tràîjîémt:  t^^ 

P>itnt  tous  Us  deux  inclinés  ^  ou  que  Van  foît  drùîi 
tr  Vautit  oblique. 

DÉMOMStBATIÔir» 

Par  le  point  M  milieu  ^la  droite  F(7>  qui 
èft  la  baie  commune  aux  deux  fegments ,  Se  les 
lf)oînts  T,  L  ou  les  courbes  toudient  la  parallèle 
TB  à  la  bafe  FG,  folent  menées  les  lignes  MTC^ 
MLD  quiferont  èts  diamètres ,  puifqu'elles  di- 
vlfent  la  bafe  de  chaque  fegment  en  deux  par- 
tics  égales,  8c  quelles  pafTent  par  les  fommets  T,  L 
des  mêmes  fegmcnts»  Si  le  point  C  eft  le  cen- 
tre de  l'hyperbole  droite  FTGj  le  point  D  où 
la  ligne  CD  parallèle  à  FG  coupe  le  diame-^ 
tre  MLs^  fera  aufli  le  centre  de  Thyperbole  oblique 
FLG  :  car  û  Ton  imagine  des  hyperboles  op« 
pofées  aux  deux  premières ,  chacune  fera  fem* 
blable  à  fon  oppoifée^  Se  les  fommets  t:,  l  dt 
ces  courbes  feront  dans  une  même  ligne  tl^ 
parallèle  à  TL  ;  d'où  il  fuit  évidemment  que 
le  point  D  fera  lé  centre  de  Thyperbolc  FIG* 
Cela  pofé;  nous  imaginerons  que  la  furface 
de  chaque  fegrnent  eft  compofée  d'une  infî-.. 
ûité  d'ordonnées  placées  ItÈ  unes  auprès  des 
autres  comme  PO  ^;;9;  Se  nous  ferons  voir  que 
chaque  ordonnée  PO  ,  eft  égale  à  fa  corref^ 
pondante  po  ;  car  c'eft  à  quoi  fe  réduit  tout^ 
la  démonftration ,  puifque  le  nombre  des  élé-' 
tnents  eft  le  même  de  part  Se  d'autre,  étadt  the^ 
furé  par  la  perpendiculaire  TM. 

Les  droites  GM^  PO   étant  ordonnée*  àU 
tnème  axe   CM  de  l'hyperbole   FTG ,  leur! 

S 


i74  ^^  VUyptrlole 

quarrés  font  comme  les  produits  des  abfcîiTes  cor^ 
rerpondàntes ,  ce  quî donne FO'iMG*  ::  CO^-^ 
CP  :  CM""  —  CT^i  par  la  même  raifon ,  MG 
Se  po  étant  ordonnées  au  diamètre  DM^  on 
aura  po^  :  MG'  :  :  #o^  -  DV  :  DM^  -  DL\ 
Mais  à  caufe  des  triangles  femblables  MCD^ 
MTL y  MOo ;  les  parties  CM.CO.CT  font 
proportionnelles  aux  parties  DM. ,  Do ,  DL  ; 
ce  qui  donne  CO''  :  CP  ::Do':DL^  & 
CM'  :  CT.\  DM'  :  DL'  ,  donc  iiviitnii^ 
CO'^Cr':CT'::Do'^DL':DL'  &  de  même 
CM'-CT':CP::DM'^DL':DL',  rfoù  Ton 
titG,CO''^Cr:CM''^CT'::Do''^DL':DM'^ 
DL'.  Donc  PO':MG'  ::  po'  :  MG';  donc  PO'^ 
po';  donc  PO  :=zpo.  C.  Q.  F.  D. 

COROLLAIRB      L 

3  S2«  Il  fuit  de  cette.propofition  >  que  le  dia- 
mette  LB  conjugué  au  diamètre  DL  eft  égal 
au  fécond  axe  AT  de  Thyperbole  JFTG.  Car 
puifque  MG  eft  ordonnée  à  Taxe  CM,  on 
aura  MG'  :  CM'  ^CP  ::  TA'iCP  ;  donc 
MG'^^i^lL'xTA':  de  même  MG  étant 
une  ordonnée  au  diamètre  DM ,  on  auia 
MG'  :  DM'^DV  ::  LB*  :  DL* ,  donc  MG'^^ 
^74^  X  LB*  ;  donc  ^^  x  T4^=^^x 
LB"  &  divifant  chaque  membre  par  Its  rapports 
égaux  £^r^  &  ^r^,  on  aura  T^^  =  LB', 
\  donc  TA=BL. 

COROLLAIKS      II. 

I  ^  • 

385.  Puîfquc  OP=:op  y  en  ôtant  de  ces 
lignes  égales  la  partie   commune  0  P  ,   on 


Liptt  troijîéme.  2,7  J 

aura  Oo=^Pp  :  d*oîi  il  fuît  que  fi  par  ïé  point  R 
où  le  diamètre  DL  rericonrre  Thyperbole- TG, 
on  mené  une  droite  Q^RS  parallèle  à  MG  \ 
le  triangle  MRS  fera  égal  à  refpacc  curvili- 
gne GQR  terminé  par  deux  portions  dTiyper* 
boles  différentes ,  &  par  la  ligne  droite  QR% 

COROLLÂIEE,        IIL 

384.  Il  fuit  encore  de  cette  propofitîon^  que 
deux  fcfteurs  hyperboliques  de  deux  hyper- 
boles différentes  font  égaux ,  lôrfqu'ils  ont 
même  bafc  &  qu'ils  font  compris  entre  parai* 
léles.  Car  les  triangles  CFG,  DFG  font  égaux 
puifqu'il&ont  même  bafe  &  même  hauteur; 
&  û  de  ces  triangles  on  ôte  les  hyperboles 
égales,  les  reftes  ou  les  fedeurs  hyperboli- 
ques CFTG ,  DFLG  feront  égaux.  Cette  pro- 
pofition  eft  vraye  pour  toutes  les  feftioDs  co* 
niques  &  la  démonftratîôn  feroit  la  même  pout 
chacune  de  ces  courbes. 

PROPOSITION    XLIV. 

7jf  £0  R  £M  S* 

3 8  Ç  .foîem  deux  hyperboles  TM,TN  Jîg.  102  )ôu 
AM^BN  (fig.  I  ô  3 )  dont  CTe/î  un  diamètre  commun^ 
CB  ,  CA  les  diamètres  Conjugués  au  diamètre  com" 
mun  CT  ;  fi  par  un  point  P  pris  fur  le  mime  dîa* 
mètre  on  tire  une  droite  PMN  terminée  aux  deux 
hyperboles ,  &  parallèle  au  diamètre  CA ,  je  dis 
que  Von  aura  toujours  VM  :  PN  ::  CA  :  CB ,  c'eji- 
à'dirt  que   les  ordonnées  à  ces  diférentes  courbes 

Sij 


2^6  De  tHyperhole. 

font  entr  elles  comme  Us  diamètres  inégaux  coit/tt^ 
ffiés  nu  diamètre  commun. 

Démonstration. 

Comme  FM  eft  une  ordonnée  à  rhypcrboïc 
CrM,  on  aura  PM'  :  CP^^CP  ::  C-4*  :  CT'  ; 
&  de  même ,  parcequc  PN  eft  ordonnée  à 
Thypcrbole  TN ,  on  aura  par  la  même  raifca 
PN'iCP'^C'r  ::  C jB^:CP  ,  donc  puifquc 
les  conféquencs  de  ces  proportions  font  en 
proportion  ,  les  antécédents  y  font  aufli  ;  & 
donneront  PM':PN\:CA':CB\  donc  tirant 
les  racines;  PM:PN::CA:CB.  C.  Q.  R  D. 

Si  le  diamètre  commun  n'eft  pas  un  pre- 
,  mîer diamètre,  les  ordonnées  PM,P^ feront 
extérieures  aux  îiyperboles  BN,  BM;  &,  la 
proportion  fera  toujours  la  même.  Car  pulfque 
les  diamètres  C4,  CB  font  conjugués  au  dia- 
mètre commun  CT,  on  aura  pour  Thypcrbole 
j4MyPM\Cr+Cr::TA':CT,ScpouTrhjpcré 
AN,  PN'iCP^CP^  ::  CB'.CI'  ;  donc  on  aura 
encore  de  même  que  dans  la  figure   102 .  • 
PM:PN::CA:CB.  CQ.F.a^D. 

CoVoriiAiRB    I 

381?.  On  peut  concevoir  les  demi-fegmcnts 
hyperboliques  TPM^TPN^  comme  étant  com- 
pofés  d'une  infinité  d'ordonnées  telles  que  PM, 
PNr,  infiniment  proche  les  unes  des  autres  ; 
&  comme  Ton  aura  toujours  PM:PN::CA:CB , 
il  s  en  fuît  que  les  demi  fegments  TPM,  TPN 


Liyrt  troijîémc^  ^77 

Feront  entr'eux  comme  les  diamètres  Itxégaux 
conjugués  au  diamètre  commun.  Car  dans  une 
fuite  infiaie  de  rapports;  égaux  ^  la  fomme  de^ 
antécédents  eft  à  la  fomme  de&  conféquents, 
comme  un  feul  antécédent  eft  à  fon  confé- 
quent.  On  démontreroit  de  même  (J%.  103.  ) 
que  les  trapèfes  hyperboliques  CPNByCPMA 
font  entr'eux  comme  CB  eu  à  CA. 

Corollaire    IL 
387.  Les  triangles  CPM^  CPN(fïg.  102) 
ayant  même  hauteur  font  entr'eux  comme  leurs 
bafes  PM,  PN,  ou  comme  CA  eft  à  CJB;  donc 
fi  Ton  ôte  de  ces  triangles  les  demi-fegments 
TPMjTPNy  qui  font  dans  la  même  raifon., 
on  aura  CBM-rTPMiCPU-'TPN::  CA  :  Œ; 
doù  il  fuit  que  les  fedeurs  hyperboliques  CTM, 
CTTVfont  auffi  entr'eux  comme  les  diamètres 
inégaux  conjugués  au  diamètre  commun. 

De  même»  (fig.  103)  puifque^les  trapèzes  hy^ 
perbolîques  CPNB^  CPMA  font  entr'eux  comr 
me  CB  à  CA^  ainfi  que  les  triangles  CPN^CPAif, 
puifqu'ils  ont  même  hauteur  C  P  y  Si  que 
leurs  bafes  PNy  P  My  font  entr'elles  com- 
me CB  à  CA ,  on  aura  la  proportion  fuivante 
CPNB-CPN:CPMA^CPM::CB:CA^ 
d'où  il  fuit  que  les  feâeurs  hyperboliques  CMAy 
CNB  font  entr'eux  comme  les  diamètres, 
inégaux  conjugués  au  diamètre  commun*. 

COKOLLÀI&E      II L 

388f-Si  Içs  diamètres  conjugués  CB^CTâë^ 

.   Siil 
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l'hyperbole  TN  font  égaux  ;  (fig.  x  02.  )  oa; 
ce  qui  revient  au  même ,  fi  l'hyperbole  TN  cft 
cquilatère ,  on  aura  PN^=CP^—CPi  mais  Thy 
perbole  7M  donne  PM\CP'^CP::CA':Or^ 
donc  en  mettant  à  la  place  de  CP*'^CT\  PN^ 
qui  lui  eft  égal,  par  la  nature  de  Thypcrbolc, 
équilatère,  on  aura  PM'.PN'i.CA.CT ,  ou 
PM:PN::CA:CTi  d  où  il  fuit  que  l'on  peut 
regarder  une  hyperbole  quelconque,  comme 
provenant  d'une  rhyperboî^équilatère  dont  on 
liuroit   allongé   ou    accourci   toutes    les   or- 
données proportionellement  ^  dans  le  rapport 
du  diamètre  de  Thyperbole  équilatére  au  fé- 
cond diamètre  de  l'hyperbole  ainfi  décrite.  II 
fuit  encore  dc-là  que '  fi  Ion  pouvoir  quarrer 
un  fegment  ou   un   feâcur  d'une  hyperbole 
équilalatère  on  pourroit  aufli  par  une  fimple 
proportion  |  quarrer  tous  les  fegments  corref- 
pondants  des    autres  hyperboles  décrites  fur 
le  même  diamètre,  de  même  que  nous  avons 
enfeigné  à  quarrer  les  fegments  &  fcâeurs  ellip* 
tiques ,  par  le  tnoyen  dts  fegments  circulaires 
correfpondants  d'un  cercle  décrit  fur  un  des 
diamètres  de  l'cllipfe  propofée, 

PROPOSITION    XLV. 

Tir  £  ORÉ M £. 

58p.  Si  on  prend  fur  une  ajymptote  CM  deux 
parties  CD  ,  CF,  b'  fur  Vautre  afymptoie  CN  dtus 
autres  partes  CL,CK  (j%.  1 04.  ) /?roporf /anf  Ite 
ent/ elles  ^  Gr  qu  ayant  mené  par  les  extrémités  it 
ce^  lignes  y  les  paralldes  aux  mimes  ajymptotes  DE  % 
FG,  IL,  KHijufquâ  ce  quelles  rencontreru  Vtyr 


ferhcte  atx  points  E^G^I»H;on  mme  Ux 
diamètres  CE  ,  CG ,  CI  y  CH  ;  je  dis  que  les/eSleurs- 
CGE ,  cm ,  Jont  égaux.  % . 

Démonstration. 
Par  les  points  E^  ly  Gy  Hfoient  menées. 
les  droites  £i  »  Glîprolongées  jufqu'àcc  qu'elles 
rencontrent  les  afymptotes  aux  points  P,  Q^ 
JMjiV;  &  foient  encore  menées  par  les  points  I,H 
les  parallèles  HB ,  lA  a  rafyraptotc  CN  ;  on 
aura  à  caufc  des  triangles  femblables  DPÈ  ^ 
LIQ  ;  FMG ,  KHN  formés  par  les  portions 
des  afymptotes  &  les  parallèles  aux  mêmes  afym- 
ptotcsj  Pp:PE::Ll:lQ,  Se  MBMGrJHKiNH  i 
donc  puifquc  (nunu  ^^2.  )  PEs=iIQ  &  que 
MG^NH,  on  aura  auffi  PD  =  IL  ou  CA 
ôc  MF=  HK  ou  CR  Mais  puifquc  les  paral- 
lélogrammes CHy  Cl  font  égaux  (  niim.  2^9  ) 
&  qu'ils  ont  un  angle  égal ,  les  côtés  font  réci- 
proques y  Se  donnent  CB  ou  MF  :  CA  ou 
PDr.CL.CKA  hyp.  CL:CK::CD:CF 
Se  (  num.  299  )  CD.CF::  FGiDE 

donc  MF:PD  ::  FG:DE  ;  d  où  il  fuit  que  les 
triangles  MFG  Se  PDE  font  femblables ,  & 
que  les  droites  PE ,  MG  ou  les  totales  PQ ,  Af  A? 
font  parallèles,  puifque  les  droites  DE  y  FG  le 
font  par  eonjlruàion  ;  donc  les  fefteurs  hyper- 
boliques CiHyCEG  compris  entre  lesparalléks: 
font  égaux  (flrr.  378).  C.  Q.  F.  D,. 

CoROLLAI&E.  L 

3^0.  Ayant  mené  par  un  point  1  de  lliy^ 
perbole  des  droites  i^^  IL  parallèles  aux 


«8q  DeVSfyperlok. 

afymptotcs,  fi  Ton  prend  fur  chaque  afjmpï 
totc  des  parties  CK,  CD  telles  que  Ton  aî^ 
€LiCK::CA:CD  ^  il  fuît  de-là  propofîtîon  pré- 
cédente que  les  feâcurs  ClHfilE  feront  égaux; 
car  on  démontreroit  de  la  même  manière  que 
dans  le  théorème  que  la  corde  E  Hïcroit  pa-? 
lalléle  3  la  tangente  au  point  J. 

COAOLLAIRS      IL 

3pi.  Suppofant  toujours  que  Ton  ait 
CLiQKv.CA.CD,  fi  Ton  fait  CAiÇDuCDiCF^ 
il  fuie  de  la  propofition  précédente  que  les 
trois  feftcurs  hyperboliques  CHI,  CIEj  CEG 
feront  égaux  ;  car  puifque  CL  :  CK  ::  CA  :  CD 
les  fefteurs  ÇHI ,  CIE  font  égaux  par  le  coroU 
laire  précédent^  &  puifque  Ton  a^  par  conftruc- 
tioa     CL:CK::CA:CD 

te    encore   CA:CD::CD:CF^ 
donc  CL  :  CK  ::  CD  :  CF;  d'où  il  fuit  que  les 
fedeurs  CIH^  CEG  font  égaux  entr'cux  ;  & 
partant  les  trois  fe^eurs  CIH ,  CIE^  CEG 
le  font  auffi. 

C  O  K  O  L  L  A  I  &  £.      1 1  L 

352*  Si  Ton  regarde  le  fefteur  CIH  comme 
l'unité  ;  le  fefteur  CHIE  fera  2  ;  le  fefteut 
CHIEG  fera  j  ;  d'où  il  fuît  que  les  fedcurs 
croiffent  en  progrefllon  arithmétique;  d'ail- 
leurs nous  avons  iuppofé  que  les  abfcifles  CA^ 
CD ,  CF  font  en  proportion  continue  géo- 
métrique, puifque  Ton  a  CA;CD::CD:CF: 


[ 
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Sonc  les  feftcurs  hyperboliques  CHI^  CHIE; 
CHIEG  peuvent  être  regardés  comme  les  lo-^ 
garitmes  des  lignes  C4,  CJD,  CF.  (  on  a  vu 
dans  Tarltmétique  que  les  logaritmes,  font  des 
nombres  en  progreflion  arîtmétlque ,  corref- 
pondants  à  des  nombres  en  progreflion  géo- 
inécrique ,  par  exemple  dans  la  progreflion 
décuple  —■  X  :  lo  ;  loo  :  looo  ^  &c.  Les  nom- 
ï)reso,  1,2,  3,&c,  font  les  logaritmcs  des 
sombres  i>  lo,  ioo>  ioqo^  &c.  ). 

393.  Il  fuît  encore  de- là  que  Ton  peut  czU 
culer  les  logarîtmes  par  les  aires  hyperboliques  ^ 
Se  réciproquement  les  furfaces  des  feâeurs  hy- 
pcrboTî^ues  par  les  logarîtmes.  Car  fi  je  connoîs 
Fabfciflc  CF,  avec  la  furface  du  fefteur  CHIG 
qui  eft  le  logaritme  de  cette  abfcifle  y  Ôc  qu  on 
me  demande  la  furfàce  du  fedeur  CHE ,  dont 
rabfciflc  ell  CD;  je  n aurai  qu'à  chercher  le 
logaritme  de  CD ,  &  ce  logaritme  fera  la 
furface  du  fefteur  CHIE. 

On  tji  redeyabh  de  cette  admirable  propriété 
auP*  Gkégoimm  DxS.  Vincent  Jéjuite.  Ce  grand 
géomètre  la  trouva  lorfquil  lappU^uoït  à  la  quadra* 
tare  du  cencle  ;  &  Von  doit  lui  avoir  une  grandje 
obligation  dejes  recherches  ^  quand  ellet  nauroient 
eu  d'autre  fruit  que  la  fiule  propriété  que  nous 
venons  de  voir  :  elle  a  été  démontrée  depuis  quon 
Va  connue  de  plujîeurs  manières  ;  celle  que  je  viens 
de  donner  eft  de  M.  Le  Marquis  de  VHopital  ;  elle 


nia  paru  la  plus  fimple  de  toutes.  On  en  péit 
yoir  encore  Jtautres  iémonftrations  dans  le  traité 
des  fiSions  coniques  du  P.  Dsscjfjtizxs.  Ce  dernier 
a  grand  Join  de  rendre  juflice  à  V auteur  de  Us 
découverte  i  ta^fe  plaint  en  mime  temps  £une  manière 
ajfès  adroite  de  ceux  qui  ne  Vavoient  pas  imité  % 
mais  il  ne  faut  point  être  fwrpris  que  cette  vérité 
n'ait  pas  été  connue  par  les  anciens  :  comme  ils  ne 
oùnnoijfoient  point  les  logaritmes ,  quand  mime  Si 
auroient  trouvé  cette  propriété  y  U  ny  a  guerres 
et  apparence  quils  en  eurent  vd  t  utilité  ;  &  au- 
contraire  il  eft  probable  que  depuis  la  ccnnoijfasiee 
des  logaritmes ,  une  fi  belle  prôpofition  ne  pous^oîi 
demeurer  longtemps  dans  tobfcurité. 

PROPOSITION    XLVt; 

Thé  o  R  ê  m  £•    , 

3  94-7^  P^r  ^^  extèmités  I ,  E  d*unfe3eur  kjfper^ 
lolique  CIE  {fig.  lO^.)^  on  mené  parallèlement 
À  Vafymptote  CL,  les droites\k ^  ED,  terminées 
à  l'autre  çjymptote  CD  ;  je  dis  que  lefeBeur  ftjperr 
boUque  CIE  9  fera  égal  au  quadrilatère  ÂDÉL 

Démonstration. 

Soît  encore  menée  par  le  point  I  la  droite 
IL  parallèle  à  rafjmptote  CM;  le  triangle  CU 
fera  égal  au  triangle  CDE^  puîfqu'ils  font  cha- 
cun moitiés  de  parallélofframmes  égaux  CDEF^ 
CAIL.  Donc ,  en  ajoutant  ces  triangles  au 
feâeur  CÏEj  on  aura  le  quadrilatère  CLIE 
égal  au  quadrilatère  CDEl;  &  ôtant  eofuite 


Lîyre  troifiéme  i8  J 

3u  premier  €LIE  le  triangle  CLI^  &  du  fé- 
cond CDEI^  le  triangle  CAI  égal  au  trian- 
gle CLI9  les  rcftcs  feront  égaux:  il  reliera 
d'une  part 'le  fefteur  CEI,  &  de  Tautre  le 
quadrilatère  ADEI ,  qui  feront  évidemment 
égaux.  C  Q.  F.  D. 

COEOLLAIRE      L 

395;.  Donc  fi  Ton  a  plulieurs  feâeurs  hyper- 
boliques égaux  CIH,  CIE^  CEG  (fig.  104) 
&  que  des  exttémités  de  ces  feâeurs^  on  mené 
parallèlement  à  Tune  des  afymptotes  CN^  les 
droites  HBJA^EDyGFttTtmnés  à  l'autre  afymp- 
tote  CM ,  les  trapéfeS  hyperboliques  ABHI^ 
EDAI^  GFDE  correfpondants  aux  feôeurs  hy- 
perboliques, feront  auffi  égaux  entr'eux.  Daîl- 
leurs  les  bafes  ABj  ADj  Df*de  ces  trapéfes 
.font  les  différences  des  abfcifTes  CB,  CA ,  CD , 
'CF,  qui  font  en  progreflSon  géométrique^ 
comme  on  Ta  démontré  daos  la  propoGtion 
précédente >  Se  âans  fes  corollaires;  on  peut 
donc  établir  en  général ,  que  les  trapéfes  hyper^ 
toliques  font  égaux  lorjquils  ont  pour  bafe ,  les  diffe^ 
renées  des  abjcijfes  en  progrejjion  géométrique.  On 
peut  auiC  conclure  que  deux  trapéfes  hyper- 
boliques quelconques  correfpondants  à  deux 
feftcurs  hyperboliques ,  feront  entr'eux  comme 
les  fefteurs  hyperboliques  correfpondants;  ce 
qui  eft  bien  évident^  puifquils  font  chacuns 
égaux  aux  mêmes  feâeurs  hyperboliques* 

Corollaire     IL 

3p(î',  Suppofant  toujours  les  fefteurs  hyper- 
boliques CIH  f  CIEy  CEG  égaux  entr'eux, 


x9^  De  VHyperhote; 

il  fuît  de  cette  propofîtion  que  les  trapéfes  Kf? 
perboliques  B^IH,  BDEIH,  BFGEIH,  fout 
en  progreiljon  aritmétique  ;  donc  ils  peuvent 
fepréfenter  les  logaritmes  des  abfdKTes  corref^ 
pondantes  qui  font  en  progreflion  géométrique» 

PROPOSITION  XVLII. 

^91  •Si  par  Us  extrémités  A  ^DyFyli^Jîg.  io(f.) 
des  abcijfes  CA ,  CD  %  CF ,  CH  prifes  fur  une 
afymptote  CH,.  (arfuppofées  en  proportion  continue ^ 
on  mené  paraUékment  à  ï autre  afymptote  CB  Us 
ordonnées  AB,  DO,  FF,  HK;  je  dis  ^ea$ 
ordonnées Jeront  ainji.que  Uur$  abfeiffes  ,  dansions 
progrejjion  géométrique;  avec  cette  différence  que 
U  progrejjiên  des  ordonnées  efi  décroiffante  6*  qut 
celle  des  abfcijfes  efi  croijfante. 

Démonstration^ 

Par  la  nature  de  Tbyperbolfi  confîdérée  entrt 

fes  af7mptotes,  on  a  les  équations  fuivantes» 

CDxDQ  =  CAxAB,  CAxAB^CFxFP, 

CFxFP  =  CHxHKi  d'où  Ion  tire  •  •  .  . 

JHK:FP::CF:CH , 

far  hjptt.    CF: CÙ  ::  C4p:  CFi  àcaureael'^natîoACDXDasCFXfF» 

on  aura  CDiCFi.FPiDO 

donc  HK:FP::FP:DO,  c'eft-à-dire  que  les 
ordonnées  HK,  FPj  DO  font  en  proportion 
continue  ;  car  on  démontreroit  de  la  ffiême 
manière  que  FP:DO::DO:AB.  C.  Q.  F.  D.. 

SCHOLIE. 

398*  On  auroit  pu  déduire  cette  propofitioa 


thre  trdîjiémé:  %Sf 

€es  ietix  précédentes  :  car  puifque  les  at^fclfles 
CB,  CAf  CD,  CF  font  en  progreffion  géo- 
métrique (Jig»  104)  les  feâeurs  hyperboliques 
correipondants  aux  différences  de  ces  abfciiTes 
comme  C/f/,  CIE^  CEG  font  égaux  entr'eux: 
donc  les  parties  CKj  CLf  CO  de  rafymptotc 
CN^  font  en  même  raifon  que  les  parties  CF^ 
CD  y  CA  de  1  afymptote  CF(art.  389  ;  :  donc 
elles  forment  >  ainfî  que  les  premières  9  une 
progreffion  géométrique.  Il  efl  déplus  évident 
que  ces  mêmes  parties  CK ,  CL ,  CO  font  égaler 
aux  ordonnées  BH,  AI,  DE;  à  caufe  des 
parallèles  entre  lefquelles  elles  font  comprifes  : 
flonc  elles  font  en  progreffion  géométrique. 

COAOLLAIE^     I. 

^  3p.Puîfque  (fig.io6)  les  abfcifïcs  C^,CD,CF, 
CH  font  en  progreffion  géométrique ,  les  trâ* 
péfes  hyperboliques  correfpondants  aux  difiTé- 
rences  de  chacune  de  ces  abfcifles  à  la  pre- 
mière CA ,  tels  que  les  trapéfes  ABOD,  ABPF, 
ABKH  qui  croiflent  en  progreffion  aritmé- 
tique ,  (  art.  ^$6  )  font  les  logaritmes  de  ces 
abfciiTes:  mais,  par  la  propofition précédente ,  les 
ordonnées  correfpondantes  HK ,  FP ,  DO ,  AB 
font  auffi  en  progreffion  géométrique  ;  donc 
le  trapéfe  FPÈK  pourra  être  regardé  coiAme 
le  logaritme  de  Tordonnée  KH  ;  le  t^péfe 
DOKHf  comme  le  logaritme  de  l'ordonnée 
FP ,  &  enfin  le  trapéfe  ABKH,  comme  celui 
de  Tordonncc  DO. 
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COBOLLAIBE    II- 

400.  Il  fuit  encore  des  propoGtîons  précé- 
dentes ,  que  fi  l'on  mène  par  l'extrémité  K 
de  la  dernière  ordonnées  HK ,  &  par  le  centre  C, 
la  droite  CK  ;  cette  droite  coupera  les  autres 
ordonnées  aux  points  L,  M,  Nde  manière 
que  les  parties  FL,  DM,  AN  de  ces  ordOn- 
nées  feront  de  nouveaux  termes  de  la  pro* 
greflion  géométrique  de  ces  mêmes  ordonnées  ; 
cnforte  que  l'on  aura  la  progreffion  fuivantc 
^AB:DO:FP:HK'.FL:DM:ANi  car, 
par  la  propiété  de  Thyperbole,  (ért.  app  ) 
TP:HK::CH:CF,  ôc  à  caufe  des  triangles  CHK , 
CFLi  CH:CF::HK:FL,doncFP:HK::HK:FL. 
On  démontreroftde  même  que  HK:FL;:FL:DiW; 
donc  les  ordonnées  AB,  DO,  FP,  HK,  êc 
les  droites  FL,  DM,  AN  forment  une  pro- 
greffion géométrique. 

COROLLAIRK      HI. 

401.  De  même  fi  par  l'extémité  B  de  la  pre- 
mière ordonnée  AB ,  &  par  le  centre  C  on 
mené  une  droite  indéfinie  CBI,  qui  rencontre 
les  autres  ordonnées  prolongées  aux  points  E, 
G,  I;  on  aura  encore  une  fuite  de  propor- 
tionelles  AB,  DE,  FG,  Hî  qui  feront  tou- 
îour^n  progreffion  géométrique  avec  les  or- 
données HK.FP,  DO, -4B;  c'eft-à-dire,  que 
l'on  aura  cette  progreffion 
ji^DO:AB:DE:FG:HÎ.  Car  par  la  nature  de 


Vmt  troifiétnè^  2^^ 

rhypcrbole  nous  avons  ces  proportions  . . , 
D  O  : -4  B  ::  C  yf:CD;  à  caufe  des  triang.  C4£, 
CDE;  on  aura  CAiCD:  :AB:DE; 
donc  DO:AB-AB:DE.  D'ailleurs  les  abfcifles 
CAy  CD  y  CF  ^  étant,  far  hypotefe^  en  pro- 
greffion  géométrique;  leurs  proportionelles^5^ 
D£,  FGy  feront  auflî  ;  donc  on  aura  la  fuite 
de  proportionelles  -fr  DO  :  AS  :  DE  :  FG  :  HI. 

C  O  K  O^L  L  A  I  R  K   IV^ 

402.  Si  Ton  réunît  ce  que  Ton  vient  de  dé- 
piontrerdans  des  deux  corollaires  précédents  » 
on  verra  que  des  parties  des  ordonnées  coupées 
par  le  diamètre  CK,  de  ces  ordonnées  &  de 
leurs  prolongements  terminés  au  diamètre 
CB  ,  il  en  réfultc  cette  progreffion  géomé- 
trique croiffante 

^AN:DM:FL:HK:FP:DO:AB:DE:FG:HI\; 
de  laquelle  on  pourroit  déduire  un  grand  nom- 
bre de  propriétés  fort  curieufes,  que  je  fup- 
prlme  de  peur  d'entrer  dans  un  trop  grand 
détail. 

CoROrLAI&E       V* 

405.  Puifquc  les  abfcifles  CA^CD,  CF,  CH 
font  en  progreffion  géométrique,  les  quarrés 
des  menées  lignes  y  feront  auffi ,  &  par  confé-, 
qucnt  les  triangles  femblables  CAB  ,  CDE , 
CFG ,  CHl  qui  font  dans  la  raifon  des  quarrés 
de  ces  mêmes  abfcifles  ,  formeront  éntr'eux 
une  progrefllpn  géométrique.  D'où  il  fuit  que 
fi  Ton  donne  zéro  pour  logaricme  au  triangle' 
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CABj  le  feftcur  ou  trapéfe  hyper  boKque  ABOSf^ 
pourra  être  pris  pour  le  logarictne  du  trian-ii 
gle  CDE  ;  de  même  le  trapéfe  hyperbolique 
ABPOB  fera  le  logarîtme  du  triangle  CFG , 
Ce  ainfî  des  autres.  D'où  il  fuit  que  fi  Ton 
connoit  le  triangle  CDE  y  Se  le  logaricme  de 
ce  triangle ,  ou  ^  ce  qui  eft  la  même  chofe^  le 
le  trapéfe  ABOD  ;  on  pourra  connottre  tous  les 
autres  trapéfes  tek  que  AFPOBj  AHKBi 
pourvu  que  Ton  connoifle  les  triangles  cor* 
refpondants  CFG ,  CHî  dont  ils  font  les  lo* 
garitmes.  Ainfi  les  propriétés  de  ces  triangles 
ferviroient  de  la  même  manière  que  les  abfctfleg 
à  calculer  les  aires  hyperbollquest  mais  il  vaut 
mieux  fe  fervir  des  abfciffes  »  pàrceque  de$ 
lignes  foût  plus  fimples  que  des  triangles* 

REMARQUE. 

Tcut  te  que  nous  avons  dît  des  trapéfes  hyperboU-^ 
ques  doit  aujji  s'entendre  desfeSeurs  correfpondanu 
qui    leurs  font  égaux   comme   on  l*a  démêntri 

PROPOSITION    XLVIIt 

1  H  i  ORMM  M. 

404.  Soient  deux  hyperboles  BLH,  EGC 
(jîg.  107  )  placées  entre  ùs  mimes  ajymptotes  CM  $ 
CF;  &  dont  les puiffances  font  les  quarrés  ABSDE*; 
fi  par  un  point  quelconque  F  de  Vune  des  ajymp^ 
totesy  on  mené  parallèlement  à  Vautre  afymptote  CM 

«H* 
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bne  droHe  FGH  y  qui  rtticomfc  chdcunt  dés  hyper^ 
hùUs  aux  -points  H,  G}  jt  àh  que  lés  orionnétï 
FH ,  FG  ;  font  ehtr'eUes  tomme  les  quartés  AB^  \ 
DE"  des  fuijfances  AB  »  DE. 

D  é  M  6  N  i  T  R  A  1 1  ô  *ri 

Par  là  propriété  de  rhyperbolc  fiLfl,  on  à 
tcttcçquàtionCFxFfl==;/4B*;&  par4â  mc- 
ime  propriété  de  l'autre  hyperbole  EGK  %  on  à 
CFxFG=DJE*  ;  doaq  m  faîfant  une  propor-  . 
tioa  avec  les  deux  membres  de  cette  équation^ 
on  aura  CFxfH:  CFxft?  ::  AB"^  :  Dt^  ; ,  &  di- 
Vifânt  là  preihiere  raîfon  pat  CF,  on  aura 
FH:FG;::4fi":DF^    C.Q.F.D. 

C  6  a  o  L  L  À I  n  B    I; 

40'j.  Oiî  peut  concevoir  îeis  trapcfes  hyper* 
bbliques  FDLH,  FDEG  comme  remph's  d^unê 
infinité  d'ordonnées  pvalléles  à  FGyJqûi  c6m« 
pofenc  kurs  Ibperficies  ;  âc  conlme  toutes  ces 
'ordonnées  font  ehtr  elles ,  chacune  à  fa  corref- 
pondante  1  dans  le  rapport  de  AB^  £  JDE^  ; 
la  foromé  de^ces  ordonnées,  ou  les  furiaces 
de  ces  trapéfes  feront  aufli  dabs  le  même 
rapport*  D'où  il  fuit  que  fi  l'on  a  dcok  tra- 
péfes  hyperboliques  DLHFj  DEGF  terminés 
à  deux  hyperboles  dififéreotès  comprifes  entré 
les  mêmes  afymptotes ,  ft  renfermés.:eiicre  les 
mêmes  pandléles  DEfFG;  ces  fnqpéfes  ibont 
cntr'euz  comme  les  quarrés  des  puiflances  dei 
mêmes  hyperboles. 

t 
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COKOLLAI&S      IL 

^6.  It  fuit  encore  de  ce  que  les  hyperboles 
BLH,  EGK  ont  !c$  mêmes  afymptotes,  qu'elles 
ont  auf&  leur  axe  fur  une  même  ligne  droite: 
car  le  premier  axe  d'une  hyperbole  quelconque, 
divife  Sangle  des  afymptotes  en  deux  angles 
égaux;  or  il  eft  vifîble  qu'il  n'y  a  qu  une  feule 
ligne  qui  puiiTe  divifèr  le  même  angle  en  deux 
ég^alemcnt; 

^         COROLtÀIRfi'     III. 

:  407,  Donc  fi  le  poipç  B  efUe  fommet  de  Thy- 
j^eibolc  Bi^i  en  menant  par  çç  point  &  le 
centre  C  la  ligflfi'C^j  le  point  È  où  cette 
ligne  rencontre  la  féconde  hyperbole  EGK  | 
fera  aufil  le  fommet  de  Ja.  même  hyperbole. 
D'où  il  fuit  évidjemment  que  les  lignes  AB, 
£D. menées  par  les  points  B,  £  pàrallëferiicnt 
à  l'alymptote  CM  font  les  puifÉmccsde  ces 
"bypçrbples.  .,  ■    .   .  »  , 

.CoROLLÂ.illE      IV.      V 

408.  Puîfqùe  Yen  zxoxi]OutsTG:FH::DE\:AB\ 
'éic.que  d'ailleurs  il  éfii  évident  que  DEeR  plus 
grand  que  AB  ;  on  aura  aulfi  tdùjoms  FG  plus 
grande  que  FH.\  donc  jamais  le  point  G  &  le 
point  H  ne  pourront  &  confondre^  tin  fed 
&  :  même  point.  D  oa.al  fuit  qâe  i'fiypedx>le 
JSH  cft:;afymptotc  <te  Vhyperbolé  EG,  c'eft- 
à-dÎTC  que  cette  deraiere  s'approche  conti- 
nuellement de  la  première  fans  jamais  :pouvoff 
la  toucher,  fi  loin  qu'on  les  prolongé  l'une  â: 
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i^àufre*  On  démon trcroic  la  tncrhé  chofe  dé 
toyîe  autre  hyperbole  comprîfe  entre  les  mêmes 
âfymptotes;  donc  toutes  les  courbes  décrites 
dans  le  même  angle  font  afymptotcs  les  une* 
|>ar-  rjipjporc  aux  autres. 

C  O  R  O  L  L  A  I  R  E    V; 

409.  Il  fuit  encore  de-là  que  \ts  aîrés  hyper- 
boliques indéfinis  5  compris  entre  chacune  des 
hyperboles  &  les  afymptotes  communes  ^  font 
auflî  entr'eux  comme  les  quarrés  des  puifTan* 
ces  AB ,  DE.  Car  on  peut  concevoir  ces  ef- 
paces  hyperboliques  comme  remplis  d'une  in- 
finité d'ordonnées  parallèles  à  une  des  afymp 
totes  ;  chacune  étant  à  fa  correfpondante  dans 
le  rapport  des  quarrés  des  puîfiances ,  &  lei nom- 
bre de  ces  ordonnées  étant  le  même  de  parc 
&  d*autre,puîfquc  Tafymptote  eft  la  même  de  part 
&  d'autre.  On  voit  par-là,'  que  quoique  les  efpa- 
ces  hyperboliques  foient  chacuns  infinis  ou  plu- 
tôt indéfinis,  il  n'en  eft  pas  moins  poï&ble  9c 
facile  de  déterminer  les  rapports  qu'ils  ont  en- 
tr*eux.  Au  reftc  faut -il  regarder  chacun  de 
tes  efpaces  éomnie  infinis  en  eux    mêmes  ^ 
&  nc'doîvent- ils' pais  être  confidérés  comme 
des  grandeurs  finiics  &   déterminées^  quoique 
leurs  exprcffibns  &  leurs  limites  foient  infinies  1^ 
Oncft  d'autant  plus  tenté  de  le  croire  qu'il 
y  a  '  des  efpaces  finis  &  terminés ,  celui  dii 
cercle ,  car  exemple ,  que  l'on  transforme  en 
d'autres' tourbes  afymptotîqùes  dont  la  dernière 
'  ordonriée  ifâ  d^autre  terme  que  l'infini.  Je  fçai 

Ti) 


api  De  Vtfypirlàîei 

que  chacune  de  ces  courbes  ont  dei  ptoptïètêi 
qui  les  diâférencient  totalement  les  unes  des  au^ 
très  6c  de  celle  que  nous  examinons  ici  ;  mate 
au  moins  fera- 1  •*  il  toujburs  Certain  que  fi  ron 
regarde  les  efpaccs  compris  entre  l'hyperbole 
&  les  afymptotes  comme  infinis»  ces  fortes 
d'infinis  ne  font  que  des  infinis  de  rap- 
port ,  Se  non  pas  cet  infini ,  au  -  de  -  là  du- 
quel nous  ne  pouvons  plus  rien  concevoir. 
On  pourroit  déduire  encore  de  cette  propofition 
&  de  fes  corollaires ,  des  démonftrations  fort 
belles  ^  de  la  diviûbilité  de  la  matière  à  TinfioL 
Corollaire  VI.  . 
410.  Si  par  les  fommets  B,  E  des  hyperboles 
EL  9  EG  on  mené  les  tangentes  BT ,  ER;  les 
triangles  ABT,  DER  feront  femblables,  ôc 
donneront^B*:D£*;:BP:£;R^;à  caufe  des  trian- 
gles CBT,CER  on  a  KP:ER\ieB^:CE\ 
Donc  les  ordonnées  FG,  TH  feront  auffi  cn- 
tr'elles  comme  les  quarrés  des  axes  CB ,  C£; 
ou  de  leurs  conjugués  fiT,  ER  :  puifque  les 
quarrés  de  ces  axes  font  proportionels  aux 
quarrés  des  lignes  AByDE. 

PROPpSITION    XLIX. 

^11.  Supp^nt  toutes  chefa  comnu  dansUpro^ 
pcjîcîon précédente ;Ji par lespaintsGy  H 0%-  ^oS ) 
où  une  droite  FG  parallèle  à  Vafymptote  CM ,  roi* 
contre  les  hyperboles  EG,  BHi  on  mené  deux  iroîm 
quelconques  LGM,  IHK  parallèles  tntrelUsi  je 
dhqut  Us  reSangles  ÎHxHK.LG^GNL.fant 


Livre  troiJUme^  ^^^ 

mtftux  tomme  Us  quarris  ia  axes  CB,  CE  dtx 
mimes  hyperboles  ;  ceft-à-dire  que  ton  aura,  cwe 
proportion  IHxHK:LGxGM::CB^CE\ 

DâUÛNSTaATION% 

A  caufe  des  parallèles  FG  ^  CM  les  droites 
HK  y  G  M  auffi  parallèles  entr'clles  (  hyp.  ) 
feront  égales  ^  donc  on  aura  la  proportion 
IHxHKiLGxGMv.IHiLGi  &àcaufedesrriang, 
fomblahles  FlHy  FLG  ,   IH:LG::FH:FG,  ôc 

{  éirt,  410.  )  FHtPG::CB^:CE » 

donc  HlxHK:LGxGM::CB':CE\  C,  Q-  F.  a 

'C0R0X.LAIRS    I« 

412.  Par  te  centre  C  &  te  point  O  o^UieiiL 
de  la  dcoUe  LAf  s  foie  tiré  le  diamètre  CRTO 
qui  coupe  les  hyperboles  aux  points  £ ,  T;  & 
par  ces  points  foienc  menées  les  droites  RS,  tP^ 
parallèles  à  U  droite  Ml»  »  Sç  tangentes;  aux 
menées  points.  On  aura  par  ks  propriétés  dest 
hyperboles  (  art.  290  ).  lHxHK  =  RS^ ^  &; 
LGxGM^TF''  donc  IHxHK.LGk 
GM  ::  RS'JF^i  ôc  à  caufe  des  trian.  ftmb.  ÇRS^ 
CIV,  RS^TViiCR^iCP. 
Donc  IHxHK:LOxGM::CR^:CT\ 
Donc  auffi  CR^zCP::  CB'iCE^i^ 

puifque^^tfr  la prop.prici.  lesquarrés  dfcs  axes  font 
proportioneh  aux  mêmes  reâanglcs  Ifl  x  HK^ 
LGxGM;  de  fi  Tbn  divjfepar  les  lignes  ègalesL 
UK,  GMi  otKZ\ttAlH:lQMÇR'iGT\ 


^^  l^eVfiyperhok. 

CoROLLÂIKE.       IL 

41  j.  Il  fuit  de  cette  propofition  &  de  fôo 
corollaire  que  tous  les  diamètres  communs  aux 
hyperboles  décrites  dans  les  mêmes  afymptotcs> 
ibnt  proportionels  entr'eux  &  aux  axes  des 
n^êmes  hyperboles.  On  doit  entçndre  la  mcme 
chefes  des  diamètres  conjugues  à  ces  diamètres 
communs  ,  ou  des  tangentes  menées  par  les 
extrémités  des  ces  diamètres;  c'eft-à-dire  , 
que  de  même  que  CB:CE::CR:CT ,  on  aura 
auffi  en  fuppofant  les  tangentes  PB,  D£; 
RSf  7V  menées  par  les  extrémités  dts  axes. 
&  des  diamètres ,  BP:ED::RS:TK  Cela  fuit 
çvidemmept  des  proportions  démontrées  ci-« 
dçvant., 

SÇHOLIE,. 

4x4.  On  déduit  de  cette  propofition  &  dt 
fes  corollaires  une  démonflration  toute  nou« 
velle  des  propriétés  des  fécantes  intérieures  & 
extérieures  de  Thypcrbole.  Cette  démonftratioa 
efl  d'autant  plus  belle  qu'elle  peut  s'appliquer 
à  chacune  desfedîcns  coniques  en  particulier^ 
pourvûquc  Ton  détermine  dans  rellipfe  &  dans 
la  parabole,  les  lignes  qui  tiennent  lieu  d'afyœp- 
tpte  dans  chacune  de  ces  courbes  ;  ce  que  )C 
ne  crois  pas  qiie  Ton  ait  examiné  jufqu'icî* 
comme  la  démonfiration  que  nous  avons  don-, 
né  de  ces  propriétés  (  ayi.  3  3  8  )  eft  un  peu  com- 
pliquée de  que  je  ne  crois  pas  qu'on  en  puifle 
donner  de  plus  figi^Iç  quç  cçlle  quq  Tou  tirq 


lÀinre  troifiéme^  apj 

du  dernier  corollaire  9  cous  allons  nous  ea 
fcrvir^pour  démontrer  un  des  cas  principaux 
de  cette  propofition.  Nous  laifleronS  aux  com- 
mençants le  plaifir  de  trouver  d'eux-mêmes 
Tapplication  de  la  démonftration  fuivantc  à 
la  parabole  &  à  rellipfe. 

PRO  POSITION    L. 

Tjf  £  Q  K  Ê  M  E. 

4ij/Soiertt  àtux  droites  GF^MN  (fig.  iO{^> 
quife  coupent  dans  un  point  O ,  audedam  de  Vliy- 
ferbole  BRP  ;  lejguellfs  font  divïfées  en  deux  éga- 
lement €ux  points  1 5  K  /7jr  les  diamètres  CI  % 
CK;  x^dïs  quelesreaanglesMOxOVi ,  GOxOF 
font  entreux  comme  les  quarrés  des  tangentes  RS  ^ 
BL  parallèles  aux  droites  MN ,  GF  menées  par  let 
extrémités  des  diamètres  qui  divifent  cei  lignes  en 
dfiux  également  ;  2^  que  les  produits  PO  X  OT  „ 
QOxOX  formas  fur  les  parties  des  mêmes  lignes: 
terminées  à  l'hyperbole  ,  font  entreux  comme  les, 
quarrés  des  mêmes  tangentes  RS  j  BL* 

Démonstration. 

i^  Imaginons  une  hyperbole  femblabfeà  fa 
première,  &  qui  paflepar  le  point  Od'inter- 
feftion  des  droites  MN ^  GF\  fuppofant  de 
plus  que  les  diamètres  CB,  CR  qui  paflent  par 
Us  milieux K,  Ides  fécantes,  rencontrent  cette; 
nouvelle  hyperbole  aux  points  £ ,  T;  &  que 
par  ces  points  on  a  mené  les  tangentes  ED ,  T^ 
oui  feront  auffi  çaralKles  aux  droites  JFG  »  MISL, 

Tiv 


L 


Par  I4  prêpùéti  de  VkfftrboU  OTE*  Ott 
MOxQ A^=t FS.  &  GOxOF=DE' 5  donq 
po  aura  cette  proportion 
MOxbN:GOxOF:TF':PE^ip«rU^.cot:0l.tUU 
frécélprop,  Tf^^.DE*  r.RS':BL\  doac 

^OxOiV  :  GO  X  OF::  RS':ÇL\  C.  Q.  F.  i©  IX 
a<»  Comme  les  lignes  FG ,  MN  font  coupée^ 
çn  4çt»z  également  en  K  &  enf ,  au  lieu  éa. 
rcâangles  MOxON^  ÇOxOF  on  pourra  pren.- 
dre  les.  expreflion$.fuivantesMr— 01*,  GK*— . 
QK%  qui  leurs  font  égalés  ^  par  leUmmtfm' 
àamentaly  Se  de  même  aulieu  des  reftangles 
MPxFMGQxQFon  pourra  prendre  Ml^-Fl\ 
'^GK^-QK\  Cela  pofé,P'hyperbole  BRQ  do^ 
ne  MPxPN  ou  Mt  -  Pr=/ÎS» ,  &  GQxQF, 
ou  GK*-.QK*  =BL» :  donc  MP-FV:  GK*- 
ÇK*::JR5*:BL*;  &  comme  la  dçrniere  raJfoa  de 
cette  proportion  eft  la  même  que  celle  de  h 
dernière  proportion  du  premier  article  de  cette 
propofition ,  on  aura  MV  —OViGK*  — 
OK*  ::  MF-  FF  :  GK"^  -  QIC  ;  ou  àUtmani». 
MV-OF:MF-FF  ::  GK*-0!C\GK*-QK*  i 
^  àiï'yen4ff  A^r  -  0 1^  -  M  J'  4-  P  P  :  MP- 
FF:G¥:,'~OK''^GK'-\-qK^.GK*-QP  ,  04 
bien  alternant  &  réduifant ,  PI'  -  OF  :  QK*  — 
dK/::ÀÎP-Pr:G*:vQK*::iîS':B£.*;  ot  il 
eift  évident  que  PF-OF  =  FOxOT,  &  que 
QKVOK*  =  0QxOX:  donc  POxOTiQOx 
QX::RS\BL\   C.  Q.  E.  a"  D. 

Cette  d^onfiration  pounoit  s'appliquer  à  tous 
Us^  cas.  de  cette  propofition  y  en  im^inatu  toujom^ 


tiyre  troîjiéme:  3^7 

^ei  f^perhoks  qui  pajfent  par  Us  peints  JtinterftSion 
4es  droites  FG,  MN3  de  quelque  manière  queUes 
foient  difpofées. 

^  DipiNITIOU. 

41 5.  Deux  hyperboles  font  femblablesy  lors-i 
qu'on  peut  leur  infcrire  des  figures  femblablçi; 
d'up  même  nombre  de  côtés.  "" 

3PROPOSITION    LL 
Thèorêmm. 

417.  Deux  hyperboles  ABDE ,  FGHI  foM 
/emblables  hrfqu  elles  font  décrites  dans  les  mêmes 
njymptotes  (fig.iio}, 

DemQNSTR  ATlOH« 

Pour  démontrer  que  des  hyperboles  décrites 
(dans  le  même  angle  des  afymptotes  font  fem* 
blables;  il  n'y  a  qu'à  faire  voir  qu'on  peut 
leur  infcrire  des  figures  femblables  d'un  même 
nombre  de  côtés.  Pour  cela ,  par  le  centre  Ç 
je  mené  deux  diamètres  CF,  CI  qui  rencon- 
trent la  première  hyperbole  aux  points  A^  E 
&  la  féconde ,  aux  points  F,  I:  je  tire  les  droites 
AE^  FL  Je  mené  encore  deux  autres  diame-f 
très  CBGf  CDH  Se  je  tire  dans  chaque  hyper- 
bole les  cordes  AB^  BD  »  DE  ds^ns  la  pre- 
mière, 8c  dans  la  féconde  les  cordes  FG^  GH 
6c  HL  Cela  pofé ,  je  dis  que  le  quadrilaterç 
ABDE  infcrit  dans  la  première  hyperbolç  ^ 
çOfemblable  au  quadrilatère  FGHI  infcrit  dans 
Ja.feçondç:  car  les  diamètres  Ç^^Cfi^  CDyCE 


'it^S  De  VHyperlok: 

ibnt  proportioBels  aux  diamètres  corferpon** 
dants  CJF,  CG^  CHy  CI  de  la  féconde  hyper-* 
bole  (  art.  41  j)  &  donnent  CA:CF::CB:CG  ^ 
donc  AB  çA  parallèle  à  FG  :  de  même 
CBiCG ::CD:  CH,  donc  BD  cft  parallèle  à 
CHy  on  démontrcroît  de  la  même  manière 
que  les  lignes  DJE,  HJ;  AE^  fl  font  parallèles 
chacune  à  chacune.  Il  efl;  de  plus  évident  que 
les  côtés  ABy  BD^  &c.  du  premier  poljr^ 
gone  font  proportionels  aux  côtés  correfpon" 
dants  du  fécond  polygone;  car  à  caufe  dest 
triangles  femblables  CAB,  CFG;CBD ,  CGH 
en  aura  les  proport.  fuivantes^J5:FG:;CB:CG,^ 
&  CB:CG::BD:GH  ;  donc  AB:PG::BD:GHÎ 
donc  le  quadrilatère  ABDE  iofcrlt  à  la  pre< 
miere  hyperbole,  eft  femblable  au  quadrilatère 
FGHl  infcrit  à  la  féconde ,  puîfque  ces  figures, 
ont  des  angles  égaux  compris  entre  côtés  pro* 
portionels  j  donc  les  hyperboles  ABDE ,  FGHl 
auxquelles  ces  figures  font  infcrites,^  font  aufli 
femblables.  C.Q.  F.  D, 

C  O  R  O  L  L  A  I  R  B.      L 

418.  Donc  toutes  les  hyperboles  décrites  chus 
fe  même  angle ,  on  entre  les  mêmes  afymptotes» 
font  des  figures  femblables  ;  &  réciproque* 
ment  toutes  les  hyperboles  femblables  peuvent 
avoir  les  mêmes  afymptotes  :  car  fi  cela  n'ècoîc 
pas  la  proportion  que  Ton  vient  de  démon-» 
crer  foroit  faufie. 

CoKOLXrAIKS       II. 

^ip.  Pojnç  toutes  les  hyperboles  équilatères. 


font  des  hyperboles  femblables  ;  car  il  ne  peut 
pas  7  avoir  deux  fortes  d'angles  droits, 

C0R0LI.AIKX.     IIL 

420,  Toutes  les  hyperboles  femblables  ^  étant 
d&ns  le  cas  des  autres  figures  femblables ,  Se 
pouvant  être  regardées  comme  des  polygones 
d'une  infinité  de  côtés;  elles  feront  entr'elles 
comme  les  quarrés  de  leurs  axes,  des  diame* 
très  correfpondants  9  ou  qui  font  les  mêmes 
angles  avec  les  afymptotes  :  en  un  mot  elles 
feront  entr'elles  dans  la  raifdn  des  quarrés  des 
tangentes  ^  des  fécantes  ou  cordes  femblable^ 
ment  placées  ^  des  premiers  ou  féconds  dia<* 
mètres  correfpondants ,  de  leurs  paramètres  x 
Se  en  général  de  toutes  les  lignes  difpofées 
de  la  même  manière,  dans  chacune  de  ces 
courbes. 

RE  M  A  R  qV  E. 

'421.  Cette  propriété  eft  commune  à  toutes 
les  feftions  coniques  j  c'eft-à-dire  qu'en  géné- 
ral^ deux  feâions  coniques  quelconques  font 
femblables  5  lorfqu'elles  font  décrites  dans  un 
même  angle.  Car  on  peut  déterminer  dans  Tel* 
lipfe  des  lignes  qui  répondent  aux  afymptotes 
de  l'hyperbole.  Ces  %nes  feroient  celles  qui 
pafleroient  par  le  centre  &  par  les  extrémités 
du  petit  axe  élevé  pecpendicubirement  au  grand 
axe  à  lorigine  de  ce  même  axe  ;  &  elles  ont 
toutes  les  proptiétçs  iavwfcs  de«  af]f mptotçs  dç 


|[oo  De  tHyperbdei 

yhypcribole.  Comme  le  centre  d'une  pardbolie^ 
confid^rée  comme  la  dernière  hyperbole  poffit 
ble  ,  eft  fur  l'axe  de  cette  courbe  prolongé 
à  Tinfîni  y  il  sf'en  fuît  que  les  lignes  qui  tien^ 
nent  lieu  d'afymptotes  à  la  parabole  font  deux 
lignes  infinies  &  parallèles  infiniment  étoignées^ 
l'une  de  Tautre  ;:  puifquc  les  deux  branches  de 
cette  courbe  s'éloignent  continuellement  Tune 
de  l'autre  :  Sç  de  cette  confidération  on  peut* 
conclure  trèsr  cenainement  que  toutes  les  para* 
boles  font  des  figures  fcmblables;  puisqu'elles 
peuvent  être  regardées  comme  des  hyperboles 
décrites  entre  les  mêmes  afymptotes.  On  peat 
auffi  déduire  de  cette  vérité^  que  toutes  les  pa<^ 
rçtboles  décrites  fur  un  nième  axe  avec  le  même 
paramètre»  font  afymptotes  les  unes  par  rap-i 
pprt  aux  autres  ;  car  nous  avons  démontré  cette 
|)ropriété  pour  toutes  les  hyperboles  pqffiblo^ 

PROPOSITION  LII^ 

P  R   O  B  L  s  M  Bm 

^22.  Unt  hyperbole  BL  étant^ donnée  ,  décrm 
d'ans  le  mime  angle  des  afymptotes ,  une  autre  ty- 
per]bole  EG  (/g.  107)  quifoit  à  la  première  dâtu^ 
une  raijon  donnée* 

Solution.. 

Suppofons  que  le  rapport  donné'  ft)ît  ccluî 
de  a  à  3  ;  c'eft  -  à  -  dire  que  Khyperbole  donnée 
ne  doive  être  que  les  deux  tiers  de  Thyperbote 
dcmandljîc»   Par  le  centre   Ç  &  un,  poijit  ^ 


ïdvH  troijiiïïîi.  ^dr 

^dkonque  de  Thyperbôle  donnée,  an  meç 
nera  un  diamètre  CB  prolongé  indéfiniment  au^* 
dedans  de  cette  courbe,  fur  lequel  ori  prendra 
une  partie  CP  qui  foit  à  CB  dans  la  taifoti 
de  3  à  2  ;  &  Vxxl  cherchera  une  moienne  pro« 
portionclle  CE  entre  CB  Se  CP  :  cette  droite 
fera  un  des  diamètres  derh7perbole  demandée  > 
&  le  point  £5  un  point  de  cette  courbe  par  le 
moiea  duquel  on  pourroit  la  décrire  paroles 
propriétés  des  âfymptotes*  Cette  folution  porte 
ia  démonftration  avec  elle;  car  i^  les  hyper* 
boles  £bflt  fembîables  puifqu'elles  font  décrites 
dans  les  mêmes  afymptotes  (  art.  418  )  reile 
à  faire  voir  qu'elles  ont  entr'elles  le  rapport 
de  2  à  3.  Par  conJlruSion  CB  :  CP  ::  2  :  3  &  à 
caufe  delà  progreflion  géométriquo  ;  ^ 
CB:CE::CE:CÎP,onauraCB^C£^::CÊ'2(!:P::2:3; 
donc  les  hyperboles  qui  font  entr'elles  dans  la 
raifon  des  quarrés  de  CB  &  CE  font  auili  com- 
me 2  à  3.    C.  Q.  F.  T.  &  D. 

REMARQUE. 

42  3.  On  auroh  pâ  fe  contenter  de  mener  wie 
droite  FH  parallèle  à  ïune  des  ajyntptotes ,  &  de 
prendre  fur  cette  ligne  prolongée  un  point  G  ^  tel 
que  ton  ait  FH:FG::2:3  ;  ce  point  auroit  fervi  à 
décrire.  Vhyperbole  demandée  par  le  mçyen  des  ajym- 
ptotes  ;  car  Us  ordonnées  FH  ,  FG  ^r^iir  menées 
par  le  même  point  font  des  ordonnées  correfpon* 
dantes  de  ces  deux  courbes^  &  doivent  avoir  rn- 
tr*elles  k  mime  rapport  que  ces  mimes  tourbes ,  dont 


l<b±  De  tU/paiéîèi 

xUes  fint  Ifis  élimtnts^  ILJuut  tncott  tintatfïuirf» 
thyperbùli  J^H  Gt  k  point  G  Ju^^int  pour  trôuwer 
^ws  les  points  de  Vautre  Jryptrbole  £G.  Unya  fui 
mener  par  le  poim  G  ies.  droites  quelconqun  nGN« 
înGM  terminées  à  la  prttmpre  tourbe^  &  prendre 
fur  ces  lignes  les  parties  gMsaGm,  £N:$=Go; 
,6r  les  points  E ,  g  fetini  des  points  de  la  courk 
deméoûét.  Tout  te-ci  efi  trop  éwident  pour  fioa 
s'y  arrête  d'avantage  ;  cettt  defcription  fe  àédmt 
immédiatement  des  propriétés  des  hyperboles  a/ymp- 
totesf  &•  pourroit  s'appliquer  de  la  même  manière 
aux  autres  feSions  coniques  fans  m  excepta'  k 
cercle. 


FIN  DE  ^HYPERBOLE* 

Et  Du  Tmoisijsmje  Livrée 


AVERTISSEMENT* 


ITT  RE  les  deferipitons  particulières 
g/omàriques  &•  mèchaniques  des  feû^ 
nons' cmiques ,  que  je  me  fuis  pro* 
pofH  d^expliquer  dans  ce  quatrième  ff- 
vreyfai  eu  principtdemeht  en  vue  la 
cmiparaifdri  de  cei  courbes  les  unes  irpec  les  autres^ 
Tai  crâ  que  je  pourrais  y  expliquer ^  plus  comnto^ 
'Jlitnent  certaines  propriétés  communes  au:)i  feSions  co^ 
'iiiques^  (r  dont  H  aarott  été  difficile  de  parler  dans 
les  livres  précédents  fins  déranger  tordre  quV  m^a 
fdru  le  plus  naturel.  ;Quoîque  nous  ayons  examiné 
Jéparénient  chacune  de  ces  courbes  y  où' ne  peut  sevit^ 
petftèr  de  reéonnoitre  une  certaine  analogie  qui  regnz 
€nt/èUes  pour  les  propriétés  des  diamètres ,  des  parOm 
mètres^  des  fiyers  particulièrement^  &  desfécantês 
inUrieures  où  extérieures  Êr  autres  lignes  que  V&n 
peut  appeller  de  ïtiéniénom^  Pour  rapprocher  d*avan^ 
tage  Gr  mettre  y  pôur^ainfî^dire  ,  fous  un  feul 
point  de  vue  ces  différents  rapports  y  je  com^ 
mence  par  une  defcription  commune  à  toutes  les 
ferions  coniques  ,  Sr  par  la  même  raîfon ,  pluspro^ 
pre  que  toute  autre  à  faire  conncître  comment  on 
peut  déduire  ces  Courbet  les  unes  des  autres  y  Gr 


AVERTiSSEMENfi 

Xamnunt  en  peut  en  fimplîfiant  ou  en  compliquant 
une  éqtmtion ,  pqffer,  pour-ainfi^dire  ^  de  Vune  â 
VéLUtre  y  fans  avoir  quitté  la  première.  Comme  les 
idées  de  l'infini  entrent  fouvént  dans  ces  efpécts  de 
transformations  p  &  que  d'aiUeurs  on  ne  doit  poM 
prononcer  hardiment  fur  V infiniment  ^and  fr  rôi- 
finiment  petite  la  meilleure  manière  ae  s'ajfuhr  que 
,  ton  a  bien  jugé,  efi  de  voir  fi  ïon  peut  déduire  la 
mêmes  conféquences  de  plufieurs  principes  dtffèrrmri 
rien  déplus  fatisfaifant  que  de  voir  comment  toutes 
les  conftruâions  imaginabUs  s^entendèrk^  pour^ainfi^ 
dire  >  â  établir  les  mimes  vérités.  Nous  avons  déjà 
remarqué  que  U  parabole  pouvoit  itre  canfidérée 
tomme  une  courbe  qui  tient  U  milieu  entre  tdiif^ 
€r  t hyperbole  ;  quon  peut  lui  fuppofer  deux  joy ers, 
pu  tous  les  deux  au-de-dans  de  fa  concavité  à  uae 
diftance  infinie  l'un  de  Vautre  y  ou  Vun  au-de-dam 
€r  Vautre  au^^e-hors  de  cette  courbe  fur  Vaxe  pro* 
Vmgé  à  Vinfini.  On  verra  cetie  propriété  démontrée 
iUfec  la  dernière  évidence  &  déduite  immédiatema^ 
de  cette  eonftruSiion»  Comme  la  comparaifm  des 
jeRions  coniques  a  été  traitée  amplement  dans  Ter- 
cellent  ouvrage  des  feSions  coniques ,  de  Af.  Le 
Marquis  Dm  VnopjTjtty  &  que  cette  partie  neft 
pas  abfolumènt  ejfentielle  dans  des  éléments ,  je  m 
fias  point  entré  dans  un  plus  grand  détail  fur  les 
mimes  proprités  ;  &  jaurois  fupprimé  entieremeat 
cette  première  defcription  ^  fi  je  n'avois  voulu  don- 
ner aux  commençants  une  idée  de  la  comparaijeu 
des  courbes  que  nous  avous  examinées  féparémeni 
dans  les  Us  trois  premiers  livres*  J^ai  tâché  dans  U 


AVERTISSEMENT. 

tçfii  du  livre  de  donner  les  defcriptions  qui  irtotà 
paru  les  plus  expéditipes  &  les  plus  abrégées  febft 
les  données  du  problême  i  perfuadé  que  dans  la  pra* 
tique  la  facilité  &  la  promptitude  de  l'opération^ 
font  tout  le  mérue  des  méthodes  que  Von  peut  pro-» 
pofer.  Toutes  Us  machines  dont  je  parle  enfuîte  ont 
été  tirées  £un  livre  latin  de  M.  Scoot £n  prof effeur 
de  mathématique  à  Lyde  &  connu  particulièrement 
par  [on  commentairefur  la  géométrie  de  Dmscjêrtjss. 
Cet  ouvrage   intitulé  De  organîca  feâionum 
CODlcarumdefcriptioDe^  ti^  point  encore  été  pu* 
hlié  en  entier  dans  aucun  traité  de  feShns  coni" 
quesy  quoique  piufieurs  aient  donné  quelques  unes 
de  ces  machines.  Après  avoir  parcouru  ee  petit  traité  f 
jai  remarqué  que  toutes  les  machirus  quil  donne  fut 
la  d^cription  de  VeUipfe  dont  les  diamètres  tonju^ 
gués  font  déterminés  de  grandeur  &  de  pofition  j 
que  toutes  ces  machines  dis- je  ^  font  déduites  de  prin^ 
tipts  différents  ^  tandis  queUa  pouvoient  toutes  Je 
conclure  les  unes  des  autres  »  &  d'une  propofition  qui 
fe  trouve  dans  Je  petit  traité  de  la  defcription  des 
JeBions  coniques  de  M.  Dm  tA  hikm^  Oeft  pourquoi 
je  naî  point  fait  difficulté  de  profiter  des  découvertes 
de  fauteur  fans  m'afheindre  à  fa  méthode.  De  cette 
manière  j'évite  t examen  d'une  certaine  machine  par 
laqueUt  il  commence^  &  qui  devient  tris- ennuyeux 
par  la  mvltipUciti  des  cas  quil  faut  examiner^.  A 
t égard  de  toutes  ^es  machines  il  faut  convenir  que 
laplufpart  deviennent  prefque  inutiles  dans  la  pratique 
à  l'exception  de  celle  qui  eft  connue  &  exécutée 
fous  le  nom  de  compas  elliptique  univerjeli  parcequi 

V 
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Us  autres  pour  la  plupart  ne  peuvent  décrire  que 
des  portions  JCellipfe  ;  mais  on  ejl  dèdomagé  par  la 
çuriojité  des  machines ,  &  par  une  connoijance  phu 
étendue  fur  Us  propriétés  des  fe&ions  coniques  i£c- 
crltes  par  des  mouvements  continus.  Ce  nejl  pa§ 
même  le  feul  avantage  que  Von  retire  de  la  conji' 
dération  de  ces  machines.  Tofe  me  flatter  d'en  avoir 
déduit  des  defcriptions  plus  Jimples  que  celUs  que 
nous  avons  vues  jufqu  ici  ^  en  ne  faijant  ufage  que 
dune  feule  ouverture  de  compas  pour  déterminer  tous 
les  points  de  Vellipfe  ;  foit  en  me  fervant  du  petit 
ou  dugrand  axe.  Ce  rayon  eft  égala  la  demi-dijfférence 
des  deux  axes  ;  mais  comme  il  pojfrroh  devenir  m« 
commode  &  fujet  à  erreur  dans  les  cas  ou  cette 
différence  eft  très  ^  petite  ^  je  luijubfiitue  la  demi'- 
fommè  I  par  le  moyen  de  laquelle  on  trouvera  tous 
Us  points  très  -  diftinBement.  Quand  aux  defcriptions 
de  t hyperbole,  comme  on  ne  peut  pas  en  imaginer  ie 
de  plus  courtes  que  celles  qui  font  connues  de  tout  U 
monde  &  que  Von  déduit  des  propriétés  de  cette  eourie 
confidérée  entre  fet  afymtotes*,  les  machines  que  je 
donne  enfuite  ne  font  que  de  pure  curiofité ,  6r  peu- 
vent  fe'rapporter  à  la  defcription  par  des  points  ré* 
duite  à  un  mouvement  continu.  On  peut  auffi  remof 
quer  que  ces  machines  reviennent  entierrement  à  a 
que  M.  DESCjiRTSs  à  ditjur  la  defcription  de  cette 
courbe  dans  fa  Géométrie  page  54..  J e  ne  parle  poiat 
des  defcriptions  par  les  cordes ,  ou  vulgairemeiu  apd* 
lées  à  la  manière  du  Jardinier  ^  parcequeces  defcrip* 
tionsje  trouvent  dans  tous  Us  livres  déferions  com- 
mues ,  &  que  d* ailleurs  elles  ne  peuvent  être  pratiquées 


ÀVERTISSÉMÈNt. 

^m  ks  opérations^  qui  demandent  une  grande  précis 
fiwii  comme  dans  la  cùupe  des  pierres  où  ta  conjiuc^ 
ïwn  des  équations  du  troijiéme  Gr  quatrième  degré. 
Oejlpar  la  même  raifon  que  j'ai  fupprimé  entière'- 
ment  le  eonipas  parabclique  du  mêipe  aUtheuf  qui  in  à 
paru  trop  compTiqué  pour  itre  d-aucufh  ufage.  Cette 
partie  ayant  un  rapport  direEl  à  tout  ce  qui  s'appelle 
pratique  y  peut  être  regardée  comme  une  des  plus  im^ 
portantes  de  la  géométrie ,  c'eji  pourquoi  je  m'y  juis 
appliqué  particulièrement  (fje  n  ai  point  aprèhendé 
"di  entrer  dam  certain  détail  »  qui  ne  fera  certainement 
pas  trop  long  pour  ceux  qui  veulent  joindre  aux  me- 
thodes  la  connoijfance  des  principes  fur  lefquelles  ellei 
font  appuyées.  J'ai  eu  principalement  en  vue  le$ 
Appareilleurs  qui  fe  trouvent  fouvent  dans  le  cas 
de  décrire  dés  ellipfes  fur  deux  axis  donnés ,  quoi^ 
que  cette  courbe  nefoit  plus  d'un  ufage  aufjî  fréquent  f 
depuis  qu'on  lui  a  fubftitué  Vanfe  de  panier  à  trois, 
centres  &  dont  les  trois  arcs  Jont  chacuns  de  6o 
dégrés,  il  feroit  inutile  de  ttl  étendre  ici  fur  toutes  les 
parties  des  mathématiques  dans  lefquelles  la  defcrip^ 
tion  des  feBions  coniques  peut  avoir  lieu.  Ilfuffit 
de  dire  en  deux  mots  quon  ne  peut  jaire  un  pat 
dans  la  géométrie  tant  foit  peut  fupérieure  aux  éléi 
ments  fans  ài  avoir  befoin,  Êr  ce  feroit  perdre  fon 
temps  que  d^ entreprendre  de  prouver  l'utitité  de  ces 
courbes  lorfquelle  ejl  aufjî  généralement  reconnue* 

On  fera  peutltre  furpris  de  trouver  au  commence^' 
ment  de  ce  quatrième  livre  une  démonflration  algébri-' 
que  après  avoir  annoncé  un  traité  fynthétique ,  mais 
jt  prie  de  faire  attention  que  ceux  qui  voudraient  fen^' 

Vij 
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%tn  unir  à  la  première  y  pourront  pajfer  laficonde^ 
qui  ma  paru  abfolument  néctjfairt  pour  fatufaire 
ceuxqui  défirent  toujours  la  dernière  certituie  dans 
une  démontratîon.  D'ailleurs  le  calcul  eft  affesJimpU 
pour  itre  à  la  portée  de  ceux  qui  nauroientquela 
ionnoijfancc  des  premiers  élémerus  d^algébre^ 


DE  LA  DESCRIPTION 

GE'OME'TRIQUE  ET  MECHANlQUE 

DES  SECTIONS  CONIQUES^ 

LIVRE   QUATRIRiTE. 
PROBLÈME!. 

4^4*  CfinBHiii  '  ^^^  IT  JtimeféBïon  conique 

quelconque  Gr  fes  foyers  F,  f 

étant  donnés  (fig.  1 1 1 ,  1 1 2  ^ 

1 1 J  (  ^^^'''^    chacune  de  ces 

tourles  far  une  méthode  uniforme  pour  toutes  Isa 

trois.  ' 

Solution  Pour  La  Faiabolv.: 
425.  Par  le  point  T  origine  de  Taxe  on  élè- 
vera une  droite  TG  égale  à  la  diftanoe  du 
même  point  T  au  foyer  F  :  fur  le  prolonge^ 
xjijent  de  Taxe  on  prendra  TR  égal  à  TG  :  ayant 
enfoite  mené  la  droite  iRGD  par  les  points/i ,  D  ; 
par  tant  de  points  que  Ton  voudra ,  oa  tirera 
parailélçment  à  TG  les  droites  OD,  FuW,  QD, 
OD  9  &c,  terminées  à  la  ligne  RD  aux  points 
t>^  Mf  D  t  D^  Epfijîte  du  poinj  Fcommt 

yiT;. 


3XO.    "  De  la  Defcrîpthfi 

centra  avec  le  rayon  OD  on  décrira  fur  cliar 
que  OD  pi;olongée  de  part  &  d'autre  de  Taxe^ 
des  arcs  de  cercle  P ,  p  qui  donneront  fur  ces 
lignes  les  points  de  la  parabole  demandée. 

DÉMONSTaXTION* 

Par  le  point  R  foit^  menée  parallèlement  à 
7G  la  droite  RS  y  que  nous  avons  déjà  nom- 
mée direftrice  (  an.  j  )  :  d'un  point  quelconque 
P  foit  menée  une  droite  TQ  parallèle  à  Taxe 
7F,  &  par  conféquent  perpendiculaire  fur  la 
direftrice  c  à  caufe  des  parallèles  DO  ^  TG  les 
ijriangles  RTG,  ROD  font  fcmblables  &  don- 
nent /iTzTGc:RO:OD;maisRT=TG  par^ 
conJiruSion^  donc  RO  =  OD  ou  FP  :  de  plus 
KO  eft  évidemment  égal  à  PQ  à  caufe  du  reâan- 
gîe  RP  ;  donc  la  courbe  eft  une  parabole  9 
puifque  les  diflances  d'un  de  fes  points  à  la 
direftrice  &  au  foyer  font  égales  jj^  &  que  cène 
propriété  eft  4a  définition  même  de  la  para- 
bole art.  premier.    C,  Q.  F.  D. 

Solution   PpyR  L'Ellipse. 

^26.  Aux  extrémités  J,  T  de  Taxe  TT^  oa 
élèvera  les  perpendiculaires  à  cet  axe  7XJ=7F 
&  JL=Jf }  par  les  points  G,  L  on  fera  paftt 
une  droite  GL  qui  rencontrera  le  prclonge- 
ment  de  l'axe  en  un  point  R.  Par  des  poiiici 
0>0,  G  pris  comme  Ton  voudra ^  on  élè- 
vera les  perpendiculaires  ODfiDfiD  temunécs 
à  la  ligne  CL:  du  point  Fcomine  centre  fut 


Des  SeSimi  conîquis  Livre  W^  5 1  f 

chaque  0T>  ^  on  décrira  un  arc  de  cercle  Pquî 
marquera  fur  cette  ligne  un  des  points  de  Tel 
lipfe  demandée. 

Si  Ton  prend  fur  GT  prolongée  une  partie 
GhsIL ,  &  fur  IL  aufli  prolongée  une  partie 
IgssTG  ;  après  avoir  tiré  /g  qui  rencortrê  Taxe 
prolongé  en  r ,  il  eft  aifé  de  voir  que  Ton 
pourra  par  le  moyen  du  foyer  /  &  des  OD 
prolongées  en  d,  décrire  une  courbe  fembla- 
ble  à  celle  qui  pafTe  par  les  points  D  9  D  &c» 

Il  faut  encore  remarquer  que  les  droites  GL , 
gl  font  parallèles^  car  les  droites  G/,  gL  font 
égales  &  parallèles,  par  conJiruSion  :  de  plus  les 
droites  Gl  y  gL  ainG  que  les  parallèles  Di  font 
toutes  égales  au  grand  axe  JT;  car  TG^=sTF^ 
&  T/=FJ,.  donc  TG'^Tl:=^TF+FI=]T.  Cela 
pofè  il  fera  facile  d'entendre  la  démonftratiqn*. 

Démonstration^ 
Par  conftruâion  le  point  P  déterminé  fur 
chaque  OD  par  le  moyen  du  foyer  F  eft  éloi- 
gné du  même  foyer  F  de  la  quantité  OD ,  ce 
qui  donne  PF^OD  ;  &  fe  point  p  déterminé 
fat  la  même  ligne  OD  prolongée  en  i  ^ 
|Ar  le  moyen  du  foyer/,  eft  ébîgné  du  foyer/ 
dune  quantité  pf=Od  ;  donc  on  aura  PF^, 
*upF+p/aBiD  =  ir.  Donc  le  point  p  ou  P 
eft  à  rellipfe  dont  JTeft  Taxe  &  dont  les  points 
JF,/ font  les  foyers.    C  Q.  F.  D, 

On  pourrait  objcfter  contre  cette  démoftiîj»^ 
tîon^  que  nous,  avons,  fiippofé  que  ks^  cercles; 
^ctiK.d«$  PoJBClFi/  comme  ceptce.  aveo.  tex. 


1 1 A  DtU  Defcfipàm 

{ayons  OD9  Od  fa  coupent  aux  points  P>  j^$ 
&  que  &  cela  n  arrîvoic  pas  la  combe  ne  feroie 
pas  une  ellipfe»  On  pourroît  $^en  convaincrQ 
parinduâioQciepluCeursinaméresy  maiscom-^ 
me  cette  méthode  ibufiriroit  peut-être  encore 
quelque  difficulté  9,  f  ai  mieux  aimé  démontrer 
cette  partie  par  algèbre  y  parçeque  ladémonftnn 
tioà  fynthétique  auroit  pu  devenir  trop  com- 
pliquée en  voulant  démontrée  les  chofes  rigoor» 
leufement. 

427.  Pour  démontrer  que  les  cercles  décrîti 
des  points  F,  /  comme  centre  avec  les  rayons  01?^ 
Od  le  coupent  en  un  même  point  P  eup  i  droite 
&  à  gauche  de  Taxe  ,  il  n'y  a  qu'i  faire  voir  que 
les  côtés  OP,  Op ,  des  triangles  reéhmgles  FOP^ 
fOp  foat  égaux;  Pour  cela  foient  nommées  les  lignes 
connues  IT=  lai  TF  oa  If^ss^^^  FI  fera 
^4--^c.  Les  lignes  TG^  IL  feront  auffic»  & 
i^ii— T-c:  la  ligne  TA  fêta  nommée  r ,  &  TO  fera  x  j 
donc  10  fera  la^-^^x.  Cela  polé  pour  avoit  j» 
ptt  iè  ièryira  des  triangles  femblâbles  ItTG ,  RiL 
quj  donnent  RT:TG::RI:IL,  ou  analytique- 
meni  ^  :c  ::  la^+'j:  la — c  3.  d'oà  Ton  tirç 
tiac.  H—  c^  ==  aai-r^ci  y  dotx:  en  fai(ànt  pa&c 

-+-  cj'  dans  le  fécond  membre  2ac  =?=  20^ iq 

4onç  i  ===:  -±^sc:J^  <!   préfentement    pou* 

avoir  OD  ou  PF  on  fç  fervira  des  triangles  fem* 
blables  RTG ,  ROV  qui  donnent  KT:TG  ::  fiOOD 

pu  PF,  &  analytiquement  

5^  ëc^éut — arx< 

-^ — '¥m^c  '^ 

4c  se        m     ^    «I  — r  ^«        4— c  ^^^ 

.^-  :  c  :  :  ^-h-y: «?=  — =» 


_  ^  4-T* 

#-^-«—  «• 


>cn  multîfli^iwLk  numécwisut  Çt  fodéno^ 


Vu  SeSicfû  imfus  Vvn  W,  )  i^ 
tçainateurpara — -c  &  divifant  chaque  terme  par  r 
lut  quarré  de  KP  ou  de  la  Kgne  0  D  fera  donc 

égale  à  c — Xf  fou  auarré  fera  u  —  icir  *♦-**; 
ou  ea  rédttifiuit  i  ia  dÀiominationjlu  quarré  de  FP  » 
tîfsilîi-îfllîïS.  Donc  on  aura  EP* —FO*  ou  ?0*-^ 

Al  • 

çu  en  efiâçant  ce  qui  (è  détruit 

py%i       g*y*-»-44^raf— t4cg3r— ïjejHf^ 
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Four  avoir  Oi  pu  pf  >  je  £iis  atceation  qu'en 
6tànt  QD  de  Di  ou  de  IT  qtiii  lui  eft  égal»  j'au^ 
rai  la  valeur  de  cette  ligne  Qi — 2^  -^-^^ç*^ ,  & 
en  réduifant  ta  au  ihême  dénominateur  »  Oi  ;=3 
îîl=jï:pï[r2f;donc  le  quarré  de  Oà  ou //fera 

44^'<»4*g*«»^V»c*aF*»44^<^44^iH»44atfjp4-a42cj|^3itfcaaf  i^nfjT, 

4*  — — 

^  fé  trouve  égale  à  34  —  c  —  x  ;  donc 
jfO*  =  4/1*  -4-  c*  •+•  4f * — 4flc — ^ax^icx  9, 
bu  en  lui  donnant '^^  pour  dénominateur 

çhe  le  quarré  de  ^  de  celui  de  j^  ,on  aura 
pO\=^>'^^''--^^-':^-f^.^  après  avoir eficé ce 

qui  fjsf  détruit*  Cette  valeur  étant  évidemment  la 
même  que  celle  de  PO ,  il  s'en  fuit  que  les  cerclesL 
décrits  des  points/,  F  comme  centre,  avec  les 
rayons  ODjOd  fe  coupent  au^  mêmes  points  P ,  p 
fur  la  droite  Di  dont  les  parties  OD,  ui  ont  fervi 
feryi  de  rayon,  C.  <^«  F.  D. 

Ce/eroit  U  mime  dimanfirutim  fi  U  point  O 
4ivoâ  été  pris  entre  Us  dent:  ftymf  9(9  MUeu  Savoir 
été  pris  entre  le  foyer  F  Êr  fc  point  T,  comme  on  U 
fuppofe  ici. 
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418.  Si  Ton  mené  par  les  points  R,  r  des 
(droites  RS,  ri  perpendicolaires  à  Taxe  IT, 
ces  lignes  font  appollées  dircBricu  de  ïdSipt^ 

Co&Ol«I.AIRK     L 

42p.  Il  fuit  de  cette  defcription  de  TeHipH^ 
&  de  la  définition  précédente ,  qu'on  pounoîc 
la  regarder  comme  une  courtie  dont  chaque 
point  P  ou  jp  eft  placé  de  manière ,  que  fe^ 
diflances  Tune  F^F  au  foyer  l'autre  P  Q.  à  la 
diredrice,  font  toujours  dans  un  rapport  coni^ 
tant  »  qui  eft  celui  de  TG  à  AT;  car  k  caufe 
des  triangles  femhlables  ROD^  RTG  on  a 
TG:RT::  OP:Ofi;raaisPF==^OAwMlt/ïrle«wJt, 
êc  OR^PQ  à  caufe  du  redangle  PÇRO  :  donc 
TG:RT::PF:P^.  Il  faut  eutendrç  la  même 
cliofe  du  même  point  ^  par  rapport  au  foyer/ 
&  à  la  direârice  rf;  car  il  il  eft  évident  que  Toa 
a  pfou  OdiOr  ::  ig:ir,  puifque  Ton  peut  déduire 
cette  proportion  de  la  fimilitude  des  triangles 
Mlg.rOd.  ;    .    ^       ^      ^ 

COEOLLAIAX       IL 

4.3 0«  Il  fuit  encore  ^e^Ià  quç  Ton  peut  confi*: 
()|érer  le  cercle  comme  une  êfpéce  d'ellipfedont 
les  dire^îces  font  infiniment  éloignées  l'une 
de  Tautre,  &  chacune  à  une  diftance  infinie  du 
loyer  ;  car  puifque  d  ws  le  cercle  les  FP  font 
toutes  égales  cntr'elles,  il  faut  pour  conferver 
te  rapport  conftanc,  que  les  P.Q  foient  auffi 
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toutes  égales  encr'elles;  ce  qui  nç  peuc  arriver 
à  moios  qu  on  ne  les  fuppofe  toutes  infinies: 
pu,  ce  qui  revient  au  même,  à  moins  que 
la  direârice  ne  foit  à  une  diftance  infiivi&  4u 
foyer  qui  devient  le  centre  du  ce(çlc« 

S  C  H  O  L  I  E. 

43 1 .  Il  eft  aifé  de  reconnoitre  que  la  courba 
Ae  peut  avoir  aucun  de  fes  points  au-de-Ia  de^ 
extrémités  de  Taxe  IT.  Car  fi  Ton  mené  une 
une  ligne  doD  entre  les  points  £,  T}  il  eft  aifô 
de  voir  que  la  ligne  od ,  efl  plus  courte  que/o,  8c 
partant  le  cercle  décrit  du  rayon  od  ne  pourra 
pas  couper  ni  ifjicmç  toucher  la  ligne  doD  cj\ 
^ucun  point  ;  pour  s'en  convaincre  on  kt^ 
attention  que  Us  fO  croiflent  plus  rapidement 
que  les  Oi,  parceque  leurs  accroifTement^  oT^ 
4KCont  dans  laraifon  de  rlk^9  comme  il  eft. 
évident  à  çaufe  des  triangles  iemblables  rlg^ 
iKd  Sç  puifque  d'ailleurs  RJ  efl  plus  grand  que 
%^  par  la  même  raifon  que  rTefl  plus  grand 
que  Tl  :  donc  puifque  Tf=  Tl  (  conflruBion  )  j 
en  ajoutant  une  plus  grande  Hgne  oTkTf  que 
celle  dK  que  Ion  ajoute  à  Ko ^  on  aura  fo, 
plus  grand  que  Oil;  ce  qui  fuffit  pour  que  rellipfe 
foit  fermée  en  T;  on  feroit  voir  de  la  même 
manière  qu  elle  eft  fermée  en  Ij  tout  cela  ne 
foulFre  aucune  difficulté. 

Solution   pour  i-'Hypsebole. 
43a.  Aux  extrémités  J,  Tde  Taxe  donné  oa 
i^Ieveca Içs  droites  IL^IF  ât  TQssTil^perpc^* 


'5 1 6  1^^  la  Dejcnptîon 

diculaîres  à  Taxe  Tune  d'une  côté  âc  f  antre  dé 
Tautre  côté  du  même  axe.  On  mènera  la  droite 
XG  prolongée  indéfînimenc^  enfuite  par  tant  de 
points  0)0  qu'on  voudra  on  mènera  des  perpendi- 
culaires OD  à  Taxe  terminées  en  Dà  la  ligne  fiG^ 
&  indéiinie^de  l'autre  côtéde  raxe,fur  lefquelles 
on  marquera  les  points  P^  p  en  décrivant  da 
foyer  F  des  arcs  de  eercles  fur  chacune  avec 
le  rayon  égal  à  la  ligne  OD  fur  laquelle  oa 
ïès  décrit.  Je  dis  que  ces  points  feront  à  une- 
hyperbole  dont  IT  cft  Taxe  &  F,/  tes  foyers 

DéMONST&ATION^ 

On  fera  attention  que  Ion  auroît pu  prend!re 
Ig  =  If&  Tl=jT  j  &  qu'en  tiranr  gl  qui  fe 
trouve  parallèle  à  GL ,  on  auroit  pu  déterminer 
les  points  F  y  p  par  fe  moyen  de  cette  ligae  gl, 
du  foyer/ &  des  lignes  OÎ,  Oi.  Car  on  feroit 
voir  comme  dans  Tellipfe  (  art.  427.  )  que  les 
cercles  décrits  des  rayons  OD,  Oi  Se  des  foyers 
Fji/ccmme  centre,  fe  coupeur  aux  mêmes  points 
P,  ;?  fur  la  même  ligne  ODd  dont  les  parties 
ont  fervi  de  rayon  ;  on  remarquera  de  plus  que 
îes  parallèles  Dd  font  toutes  égales  à  l'axe  fP 
car  on  a  (par  conJlruHîou)  Tl=Tfù^  TQs=TFou  If  y 
donc  T/  —  TG  =  Tf—jl  —  iTSc  panant  toutes 
Tes  parallèles  Dd  qui  font  égales  à  Gt  feront 
auffi  égales   à«  Taxe  IT.   Cela  pofé  parceque 
le  point  P  a  été  dctermind  par  le  foyer  F  âc  - 
la  ligne  GLy  on  a  FP  =  OD^   &  parceque 
ce  même  point  F  auroit  pu  êt^e  déterminé  past 
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fe  ligne  gl  *  le  foyer  /,  on  aura  P/=  Od  , 
doncP/-PF=Pi-OD=£>ii  ou  ir,  donc 
U  courbe  eft  une  hyperbole  ^  puifque  la  diffé- 
rence des  difiances  d'un  de  fes  points  aux  foyers 
eft  toujours  égales  à  l'axe  IT.  C.  Q.  F.  D. 

Co&OLLAIftS      L 

433.  Il  fuît  de  cette  conflruâion  qu  ayant 
mené  par  les  points R^  r  d^  Taxe \ts perpen- 
diculaires liS^  i/*que  nous  appellerons  direSrices 
de  rhyperbole ,  i||^jt  dis  -  je  que  cette  courbe 
eft  telle  que  les  diftances  de  chacun  de  fes 
points  lune  PF  au  foyer,  l'autre  PQ  à  la  di- 
reârice^font  toujours  entr'elles  dans  un  rap- 
ports confiant  qui  eft  celui  de  TG  à  RT.  Car 
à  caufe  des  triangles  femblables  RTG  ^  ROD 
on  a  TG:RT::OD:RO,  maisOD  =  FP& 
RO=PQ  donc  TGRT :. FPiPQ.  On  démon- 
treroît  de  même  que  PfiPq  ::  TliTr  ou  ::  TG:TR 
€n  fe  fervant  des  triangles  femblables  rOd, 
RTG. 

Corollaire    IL 

434.  Il  fuie  enoore  de-Jà  que  les  OD  ou 
les  Od  croifTent  plus  rapidement  que  les  FO 
ou  les/0  correfpondantes.  Car  puifque  IL=IF; 
on  aura  IL  plus  grand  que  IR  Se  h.  caufe  des 
triangles  femblables  RTG,  RILi  TG  fera  plus 
grand  que  jRT;donc  fi  l'on  tire  IK  parallèle  à  l'axe 
rr  on  aura  encore  à  caufe  des  triangles  fem- 
blables lKd\  RTG ,  dK  plus  grand  que  Kl,  ce 
qui  ||it  voir  que  la  ligne  Tl  devenue  Fd  a  plus 
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augmenté  que  la  ligne  RT  devenue  R^;  lE 
comme  les  OD  ou  les  Oi  croiceront  toujout» 
plus  rapidement  que  les  FO  ;  il  fuît  de-la  que 
les  cercles  décrits  du  point  F  comme  centit 
avec  le  rayon  OD  couperont  toujours  les  lignet 
OD  en  quelque  point ,  &  par  conféquent  l'hy- 
perbole s'étend  à  l'infini  à  droite  &  à  gauche 
de  Taxe.  Par  la  mèkne  raifon,  les^D  pirifes  du 
côté  du  foyer  /  feront  toujours  plus  grandes 
<}ue  les  Fo;  puifque  FI  eft  égale  k  IL;  Se  par- 
tant Thyperbote  s'étend  âu%à(rinfitai  do  côdî 
du  foyer  /. 

S  C  H  O  L  I  £• 

43  j.  On  démontreroit  auflî  par  le  même 
principe^  que  i'hyperbole  nepeut  avoir  aucun 
de  fes  points  fur  les  O  D' qui  fe  trouveiroieot 
ientre  les  points  I,  T;  car  CV  D^  eft  alors  plus 
petit  que  F0^  &  0'  à'  eft  plus  petit  qucjO', 
ce  qui  fuflit  pour  qu'on  ne  puiûê  trouver  aucun 
point  de  l'hyperbole* 

COBOLLAIRES    KT    PROPRIÉTÉS. 

Communes  à  toutes  les  SeSiîons  coniquts  âéduius  di 

la  ecnJhuSlon  preeédentt. 

Corollaire    L 

43^.  II  fuît  de  ce  que  nous  venons  dé  voèr, 
qu'on  peut  appdler  fcftion  conique  toure  coobe 
telle  que'les  difhnces  de  chacuns  de  fes  poinrs 
Tune  PFau  foyer  F,  l'autre  PQ  à  la  dircftrîcc 
de  cette  courbe  font  toujours  dans  un  rag|)OC€ 
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conftant.  La  feAion  fera  une  parabole,  (i  le  rap- 
port eft  celui  d'éjgalité;  une  eilipfe,  fl  PFcft  plus 
petit  que  PQ  ;  une  hyperbole^  fi  PF  eft  plus 
grande  qne  PQ. 

Corollaire    IL 

4^7.  Donc  une  feâion  conique  eft  une  pa- 
rabole» une  ellipfe ,  ou  une  hyperbole  félon  que 
le  foyereft  autant,  ^oins,  ou  plus  éloigné  du 
ibmmet  que  la  diredrîce  ;  car  dans  la  parabole 
TF=  RT  dans  l'ellipfe  TF<RT ,  &  dans  l'hy- 
perbole TF^  RT.  On  peut  encore  dire  qu'une 
courbe  fera  une  parabole»  une  ellipfe^  ou  une 
hyperbole^  lorfque  l'angle  TRG fera  égal,  plus 
petit ,  ou  plus  grand  qu'un  angle  de  4.5  dégrés  ; 
cela  revient  précifément  au  même. 

Corollaire.    IIL 

438.  L'Angle  GRT  ne  peut  croître  que  de- 
puis zéro  jufqu*à  90  degrés;  nous  avons  déjà 
vu  (  art.  450  )  que  dans  le  cas  où  cet  angle 
eft  infiniment  petit ,  l'ellîpfe  devient  un  cercle  : 
fi  cet  angle  eft  prefque  égal  à  po  dégrés;  il  eft 
le  plus  grand  pofiible  ;  &  alors  l'hyperbole  de- 
vient une  ligne  droite':  pour  s'en  convaincre  » 
on  remarquera  que  fi  l'angle  GRT  eft  prefque 
droit  la  ligne  GR  Cera  prefque  parallèle  à  la 
ligne  GT  &  partant  les  lignes  FR ,  FM  ne  con- 
courent qu'à  une  diftance  infinie,  donc  la  courr 
be  devient  une  ligne  droite.  On  peut  encore 
reconnottre  cette  vérité  d'une  autre  manière. 
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l'angle  GRT&  fon  oppofé  au  fommet  IRL  txé 
peuvent  prefquc  être  droits  que  les  lignes  RT^ 
RI  ne  fonts  infiniment  petites  par  rapport  aux 
lignes  GT^  IL  qui  font  les  diftances  des  extré« 
mités  de  l'axe  au  foyer  F;  donc  Taxe  IT  fera 
infiniment  petit  par  rapport  à  ces  diftances  & 
pourra  êite  regardé  comme  zéro,  âcfuppofanc 
toujours  que  la  courbe  eft  une  hyperbole  fi 
l'on  mené  d'un  point  P  auxébyers  F, /les  lignes 
PF,  Pf  on  aura  PF-Pf=rr=o^,  donc  PF^Pf, 
c'eft-à-dire  que  l'hyperbole  devient  une  ligne 
droite.  On  peut  conclure  de-là  que  la  cour- 
bure d  une  hyperbole  fera  d'autant  moindre  que 
les  foyers  feront  à  une  plus  grande  diftaûce  da 
fommet  &  que  l'axe  fera  plus  petit,. 

C0&0£.LÀI&£  IV« 

43  p*  Il  fuit  encore  de -là  que  le  cercle  8c  la 
ligne  droite  font  les  deux  extrêmes  de  toutes 
lesfeâ:ions  coniques  ^  dopt  la  parabole  eft  le 
milieu;  puifque  le  cercle  répond  à  l'angle  GKt 
infiniment  petit  I«  parabole  a  cet  angle  fup- 
pofé  de  4y  degrés»  &  la  ligne  droite  a  un 
angle  droit* 

COROLLAI&X       V. 

440.  Si  l'on  fait  attention  à  la  manière  dont 
on  a  déterminé  la  ligne  GL  dans  l'ellipfa  & 
dans  l'hyperbole ,  on  verra  encore  aifément  que 
la  parabole  tient  le  milieu  entre  Tellipfe  &  l'hy- 
perbole, ou  ce  qui  revient  au  même,  que  Ton 

peiK 
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peut  fuppofer  à  oitte  courbe  deux  foyers^  tous 
cous  tes  deux  au-R-dans  de  Taxe  à  une  diftance 
infinie  l'un  de  l'autre;  auquel  cas  la  parabole 
eft  la  dernière  des  ellipfes  pofljbles  ;  oujTun 
au-dedàny  &  Tautre  au-dehors  fur  Taxe  pro- 
longé à  Tinfini  ;  &  dans  ce  cas  elle  peut  être 
regardée  comme  la  première  hyperbole  pofTible. 
Pour  avoir  les  deux  points  G^L  de  la  ligne  RGK 
dont   le  prolongement  ou  rinterfediori  av-cc 
Taxe  détermine  l'origine  de  la  dircârice;  aux 
extrémités  /,  T  de  l'axe  on  a  élevé  les  per- 
pendiculaires GTy  IL  égales  aux  dillances  TF^ 
IF;  mais  dans  la  parabole  FI  eft  infinie  ;  donc 
IL  eft  auffi{in£[nie&,  le  triangle  reâangIé/?/L 
devient  ifocele,  puifque  RF  étant  une  quan- 
tité finie  ajoutée  ou  retranchée  d'une  grandeur 
infinie  ne  peut  y  faire  de  changement  :  donc 
l'angle  TRG  doit  être  de  45  dégrés.    Ceft 
ce  que  l'on  peut  reconnoître  par  rej^preffion 
de  Rr  trouvée  à  l'article  427,  où  nous  avons 
f  ou  RT=  ~j  ;  dans  le  cas  de  la  parabole  a-^e 
devient,  a  puifque  c  qui  cflTF  étant  d'une 
grandeur  finie  combinée  avec  l'infini  par  fouf- 
craâion  ou  par  addition  ne  peut  l'augmenter 
ni  le  diminuer:  doncTR=  :ii- =  c ou  Tf. 

a 

CoROLLAIE£.     VL 

441.  Dans  une  fedion  conique  quelconque, 
la  droite  RGL  eft  évidemmment  tangente  à  la 
courbe  à  l'extrémité  M  de  l'ordonnée  FM  qui 
pafle  par  le  foy«r.  Car  il  eft  évident  que  lorf- 
que  OD  devient  FAf,  la  ligne  F  P  devient 
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âufr]FM,&  partant  le  point  M^  le  feul  qui  pûifft 
appartenir  à  la  courbe  &  à  la  droite  RGM. 

COEOLLAIEB     VII. 

44.2.  Il  fuit  encore  de  -  là  que  toutes  les 
feftions  coniques  décrites  dans  un  même  angle 
GRTj  où  dans  des  angles  égaux,  feront  des  cour- 
bes femblables  ;  car  de  cette  fuppoGtion  il  fuit 
clairement  que  leurs  axes  feroient  proportion 
nels  aux  di  (lances  des  foyers  :  c*eft  pour  cette 
raifon  que  tous  les  cercles  Se  toutes  les  para- 
boles font  des  figures  femblables,  parceque  tous 
les  angles  de  45  dégrés  font  égaux,  &  que  toutes 
les  lignes  parallèles  font  des  angles  égaux 
cntr'elles,  puifqu  elles  font  tomes  cenfées  ne 
concourir  qu'à  l'infini. 

CoEOLLAIEB.    VI  IL 

44^.11  fuit  encore de-là  que  li  Ton  a»  dans 
une  fcâion  conique  quelconque  ^  la  direftrice 
&  Taxç  de  cette  courbe  ^  on  pourra  aifément 
détermiqer  les  foyers  de  chacune  :  il  n'y  aura 
qu'à  divlfer  l'axe  donné  TT  dans  la  raifon  de 
RTk  RI  ^  ou  y  ce  qui  eft  la  même  chofe,  il  n'y 
aura  qu'à  faire  cette  proportion  RT:IR::FT:Fh 
or  on  fcait  ^  par  les  éléments,  couper  une  ligne 
quelconque  dans  une  raifon  donnée  :  donc  on 
pourra  trouver  les  foyers  par  la  connoififance 
de  l'axe  &  de  la  direârice.  Dans  le  cercle  les 
lignes  RT,  IR  font  égales  &  infinies;  ainfi 
FT=FI:  donc  le  cercle,  n'a  ^u'orn  foyer  qui 


j 
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ctt  au  milieu  de  fon  diamètre  ;  au  lieu  que 
rellipfe  &  l'hyperbole  en  auront  toujours  deux, 
parcecjue  Ion  peut  toujours  divifer  une  ligne 
donnée  en  raifon  donnée  de  deux  manières ,  & 
qu'il  n'y  en  a  qu'une  pour  la  divifer  en  deux 
panies  égales.  Dans  la  parabole  IR  =  F/,  puif* 
que  ces  deux  lignes  font  infinies  :  donc  RT=zFT: 
ainû  cette  analogie  eft  vraie  pour  toutes  les 
ferions  coniques. 

Je  n'infifterai  pas  davantage  fur  la  cômpa- 
faîfon  des  feftionj  coniques  jge  pafle  à  d'aurres 
defcriptions  qui  font  plus  commodes  dans  la 
pratique>&  par  conféquent  préférables  à  celle-  ci. 

PROBLÉ  ME.     II. 

444.  Dtux  diamètres  conjugués  quelconques  £unt 
feSion  conique  étant  donnés  de  grandeur  Êr  depdjîtioni 
décrire  chacune  de  ces  courbes. 

Solution  poua  jlà  Parabolb. 

44J.  Comme  cette  courbe  n'a  point  de  dia- 
tnetres  conjugués ,  le  problême  général ,  que 
nous  venons  de  propofer,  fc  réduit  à  celui  -  ci. 

Un  diamètre  quelconque  AG  ^fon  paramètre  AB 
6r  Vangle  PAB  des  ordonnées  à  ce  diamètre  étant 
donnés  ;  décrire  la  parabole  (Jîg.  114). 

Par  le  point  B  origine  du  diamètre  BJ,  on 
élever! une  perpendiculaire  BE  à  ce  même  dia- 
mètre :  enfuite  avec  des  rayons  variables  tels 
que  cAp  BAp  dA  on  décrira  des  demi  cercles 
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tels  que  ACG^  ADHj  -^JEIquî  couperont  le 
diamètre  aux  points  G,  H,  1  &  la  perpendi- 
culaire au  diamètre  aux  points  C,  D  ^  £;  par 
les  points  G,  H,  I  du  diamètre  on  mènera 
des  lignes  indéfinies  IGL ,  mHM  y  nIN  paral- 
lèles à  AP ,  fur  lerquêlles  on  prendra ,  à  droite 
&  à  gauche  du  diamètre»  les  lignes  GL,  HM^ 
IN  égales  aux  parties  BC  ^  BD .  BE  de  la  li- 
gne BKf  &  formées  fur  cette  ligne  par  les  cercles 
correfpondants  ;' je  dis  que  la  courbe  qui  paffera 
par  tous  ;  les  poiois  L,  M^  N  fera  une  pa- 
rabole. * 

Démonstkatiok. 

Par  la  propriété  du  cercle  BC  =  ABx  BG, 
Se  de  même  BD^  =  ABxBH^dc  par  la  même 
raifon  BE^^ABxBI:  donc  on  aura 
BC  : BD*  ;  BE'  ::  ABxBG:AB>iBH:  ABxBI, 
ou,  en  divifant  par  la  ligne  ABy  &  mettant  au 
lieu  de  BC\  BD',  BEMeurs  égales  GL' , 
BM\IN\  on  auïeLGL':HM':IN':.BG:BH:BI; 
c'eft  -  à  -  dire  que  les  quartés  des  ordonnées 
font  eçtr'eux  comme  les  abfciflesidonc  la  courbe 
eft  une  parabole ,  de  plus  cette  parabole  a  pour 
paramètre  la  ligne  AB ,  puîfqué  GL'=ABxBGf 
Se  d'ailleurs  les  ordonnées  font  avec  le  dia- 
mètre l'angle  demandé  ;  puifqu'elles  font  pa- 
rallèles à  AP  9  donc  cette  parabole  a  toutes 
les  conditions  requifes.    C.  Q.  F.  T.  S9  D. 

S  C  H  O  L  I  E. 

445.  Il  efl  aifé  de  voir  que  cette  conflruâion 
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pourroic  avoir  lieu  dans  le  cas  où  le  diamecca 
donné  feroic  Taxe  :  11  n'y  a  dans  <:e  cas  qu  à 
mener  des  lignes  GL,HM  perpendiculaires  à 
cet  axe ,  &  achever  le  refte  comme  dans  'le 
conilruclion  précédente. 

44.7.  Si  au  lieu  du  paramètre  on  donnoit  un  point 
de  la  parabole;onpourroit  décri^  la  courbe  demandée 
de  plu/î^rs  manières. 

Solution.   I. 

Soit  la  ligne  AH  Iç  diamètre  donné  (/g.  1 1  y  ) 
la  ligne  AT  tangente  à  l'origine  de  ce  dia- 
mètre ,  &  qui  détermine  l'angle  des  ordonnées 
/ivec  le  point  P,  que  Ton  fuppofe  ur  point  de 
la  parabole.  On  prolongera  le  diamètre  vers 
D  ,  âc  Ton  prendra  fur  le  prolongement  les 
parties  AB  ^  BC^  CD  égales  entr'elles  Se  de 
quelle  grandeur  on  voudra;  par  le  point  P, 
on  mènera  une  droite  PS  terminée  à  la  tan- 
genre  AT  en  S^  &  parallèle  à  AH;  à  corn* 
mencer  du  point  S  en  allant  vers  f^ ,  on  pren- 
dra des  lignes  Sb ,  *c ,  ed  égales  entr'elles  & 
aux  parties  AÈ ,  BC  j  CD.  Par  le  point  A^ 
6c  les  points  h^  c»  d  on  tirera  les  droites  indé- 
finies Ab^AcyAdi  par  le  point  P  &  les  points 
BfC^D  on  mènera  pareillement  les  droites  PB» 
PC  y  PD  qui  couperont  les  premières  aux  points 
Ry,N^  M^û  Ton  fait  paflcr  une  courbe  par 
ces  points.  &  tous  tes  autres  trouvés  de  la  même 
manière  »  je  dis  que  ces  points  feroncj  à  une 

Xiij 
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parabole ,  dont  AH  cft  un  diamètre  Se  dont  le 
point  P  cil  un  des  points  de  la  courbe* 

,    'DélHOKSTEATION. 

Par  le  point  M ,  où  la  ligne  PB  coupe  la 
ligne  ^^,  foît  menée  la  ligne  A/F  parallèle  au 
diamètre  AHâc  la  droite  AlO  parallèle  à  AS; 
à  caufe  des  triang^  femblables  AFM  y  ASb  ; 
BAJdy  PbM  on  a  ces  deux  proportions  f 
FMiSb ou  AB::AF: AS,  Se  AB:Pb::AM:Mb , 
donc  on  aura  componendo 
ABiAB-i-Pbr.AMiAM+Mb  ;  Se  reduijant , 
AB:PS::AM:Ab::AF:ASi  car  il  eft  évident 
cùc  AB  +  Pb=^Sb  +  Pb  puifque  AB=Sb,  jmr 
çonJîruSlion  >  donc  on  aura  ces  deux  proportion^ 

FM:AB::AF:AS 
AB:PS::AF:AS 

Se' tn  les  multipliant  par  ordre,  on  aura ,  après 
avoir  divifé  chaque  terme  de  la  première  raifon 
par  AB,  FAliPSiiAFiAS".  Mais  à  caufe  des 
des  parallélogrammes  AMy  AP\A  F=  M  0 
&  ASz^PK,  Se  de  même  FM^AO,  Se  PS^AK; 
donc  A0:AK::OM':PK\  d  où  il  fuit  évidem- 
ment que  la  courbe  efl  une  parabole ,  puif- 
que les  quarrés  des  ordonnées  font  eno'eax 
comme  les  abfcifles  correfpondantes  ;  d'aiileun 
ces  ordonnées  font  parallèles  à  TA  Se  font  avec 
le  diamètre  un  angle  égalàlangle  demap<^f 
donc  cette  parabole  eft  la  parabole  qu'il  fallait 
décrire.     C.  Q.  F.  T.  Sc  D, 
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Si  le  point  d^interfeâion  fe  trouvoît  au-de-Ià* 
du  point  P  par  rapport  au  diamètre,  comme 
en  R  ;  alors  la  ligne  SP  eft  plus  petite  que  la 
ligfie  Si  :  ainfi  au  lieu  d'un  componendo  il  faut 
faire  un  iiviitndo  ;  d'ailleurs  la  démonflration 
eft  toujours  à  peu  près  la  même;  car  à  caufe 
des  triangles  femblables#^T/{^  ASd^  on  a 
TR  :  Sd  ou  AD  ::  AT  :  AS;  8c  k  caufe  des  trian- 
gles fembl.  DAR,  PdR  on  a  AD  :  Pd  ::  AR  :  dR; 
doi^c  diyidendo  AD^Pd  ou  Sd^Pd: AD:: AR-^ 
dR:AR  &  réduifant  SP:AD::Ad:AR::AS:AT^ 
d'^ù  Ton  déduit  AD:SP  ::AT:ASi  mais  on 
avoit  ci  -  devant  TR  :  AD::  AT  :  AS^donc  mul- 
tipliànt  par  ordre  y  &  divifant  les  deux  premiers 
termes  par  AD,  TR.SP::AT:AS  ,  doù  il 
fuit  que  le  point  R  eft  encore  à  la  parabole  » 
puifque  les  quarrés  AT^  ^  AS^,  ou  leurs  égaux 
RIP^ ,  PK*  font  entr'eux  comme  les  abfcifles 
correfpondantes  AH,  AK  égales  aux  lignes  T/C, 
PS  qui  leur  font  parallèles. 

REMARQUE 
Sur  cette  première  Jolution» 

4.48  •  Nous  avons  trouvé  dans  cette  démonjhation 
les  deux  proportions  fuivantes  FM  :  AÇ  ::  AF  :  AS , 
erAB:PS::AF:AS;  ione  FM:AB  ::  AB  :PS; 
aoncAB*  =  FMxPS  =  AOxAK  puifque  les  Ugnes 
FM,  VSfont  égales  refpeSivement  aux  lignes  AO^ 
AK  auxquelles  elles  font  parallèles.  Il  fuit  de-là^ 
que  fi  par  les  poïnu  P ,  M  où  une  fecante  coupe 
une  parabole  on  mené  à  un  diamètre  quelconque  les 
ùrdannées  PK»  MO;  la  partie  AB  du  diamètre 
m  Xiv 
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prolongé  compnje  entre  Jon  origint  &  U  rencontre  de 
laficantej  eft  moyenne  proportioneUe  entre  les  deux' 
ahfcfffes  AO,  AK.  Donc  fi  lafécantefe  meut  paraU 
lémement  à  elle-même jufquâ  ce  quelle  devienne 
tangente,  h  partie  du  diamètre  comprije  erure  l'ori- 
gine de  ce  diamètre  &  la  tangente^  Jera  égale  à 
VabfciJJe  de  (ordonnée  menée  par  le  point  de  contaS: 
cefi  ce  que  nous  avons  déjà  démontré  en  faifant 
voir  que  toute  fou  -  tangente  efi  double  de  l'ahfcijfe 
dans  la  parabole. 

II     Solution. 

449.  Par  le  point  P  on  mènera  la  lîgnc  PKp\ 
parallèle  à  la  tangente  AS  (fig.  116);  fur  la- 
quelle on  prendra  Kp=:KP ,  &  aprèj  avoir  tiré 
les  lignes  y4P ,  Ap;  par  des  points  B,  C,  D 
pris  comme  Ton  voudra  fur  la  ligne  PK ,  oa 
mènera  lés  droites  J5M ,  CN^  DO  parallèles 
au  diamètre  donné  AK  &  qui.couperont  le 
côté  AP.  aux  points  £,  G,  1  par  Icfquels  oû 
mènera  parallèlement  au  côté  Pp  les  droites 
£F,  GHy  IL  terminées  au  diamètres  AK  aux 
.points  Lf  Hy  F  :  enfin  par  le  point  p  &  les 
mêmes  points  jL,  H,  F  on  mènera  les  droites 
pFO,pK\f^ pLM  qui  donneront  fur  les  droites 
DE.  C0\,  BI,  les  pobtsO,  A^,  M  de  la  pa- 
rabole de  mandée. 

La  démonftration  de  cette  folution  eft  prèci- 
fément  la  même  que  celle  de  la  dernière  propo- 
sition de  la  parabole  ;  c  eft  pourquoi  nous  ne 
la  répéterons  pas  ici.  (  vajci l'art,  ii^)  . 


L 
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REMARQUE 

fur  cette  féconde  Solution. 

4^0.  Comme  cette  folutionejl une  defcription  des plui 
Jîmplesdela  parabole  ^  il  eji  apropos  de  senfervir 
préférablement  aux  autres.^  Ainfi  quoique  nous 
n  ayons  pas  fuppofé  la  connoiffance  des  foyers,  ou  £un 
diamètre  quelconque  &  de  fon  paramètre ,  on  pourra 
en  faire  ufage  dans  ces  différents  cas  i  car  le  para" 
mètre  détermine  la  parabole^  comme  le  point  que 
Von  a  fuppofé  donnée  pourvu  quon  ait  aufp.V  angle  des 
ordonnées.  Il  faut  entendre  la  mime  chofe  de  la  con^ 
noijfance  du  foyer  fur  V axe  dont  t origine  eft  dé^ 
terminée;  d*oà  Jl  fuit  que  Von  pourra  fe  Jervtr 
de  cette  conJlruSion  dans  prejque  tous  les  cas  poffir-^ 
blés. 

Nous  ne  parlerons  point  des  machines  qui  ont  été 
imaginées  pour  la  defcription  de  cette  courbe  :  elles 
forit  /î  imparfaites  dans  la  pratiqua  ^  que  Von  doit  ' 
préférer  Us  defcriptions par  des  points^  à  des  mou^ 
yements  continus. 

Solution  pour   L'EtLiPsx. 

4jr,  Soient  AB,  DE  (Jîg.  1176'  118  ) 
deux  diamètres  conjugués  donnés  de  grandeur  ùr 
de  poptiont  on  demande  de  décrire  VtUipfe  par  pht' 
fieurs  points. 

I       S  O  L  U  T  I  O  K. 

Par  l'extrémité  D  de  l*im  des  diamètres  don- 
aés  foit  menée  la  ligne  DP  perpendiculaire  à 
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fon  conjugué  AB:  On  prolongera  cette  ligne 
d'une  grandeur  indéfinie  ijig.  1 18  )  &  Ton  pren- 
dra fur  cette  perpendiculaire  DP  »  audeiTus  ou 
audeflbus  du  point  D»  une  partie  DQ  égale  à  la 
moitié  du  diamètre  AB:  enfuite.par  le  centre 
C  &  le  point  Q  on  tirera  la  ligne  CQ  pro- 
longée indéfiniment  à  droite  &  i  gauche  du 
centre  C  :  par  un  point  O  du  diamètre  D  E 
ayant  mepé  les  lignes  droites  OS  parallèle  à 
CA  &  01  parallèle  à  DP,  du^oint  G  où  cette  K- 
gnc  rencontre  CQ  comme  centre ,  avcciin  rayon 
GS=CA,  on  décrira  un  arc  de  cercle  vers  S  qui 
coupera  la  ligne  OS  dans  un  point  5;  je  dis  que 
ce  point  appartient  à  TellipCe  dont  AB^  DE 
font  les  diamètres  conjugués. 

Démonstration. 

A  caufe  des  (ris^ngles  femblables  CDQ ,  COG 
formés  par  les  parallèles  D  Q^  GO  on  a 
CD\CO^  ::r>Q*  ou  G5*  ou  CA\OG^  ;  mais  à 
caufe  du  triangle  redangle  GOS  on  aura  auili 
OG'=GS^-OS%  Se  parceque  CA  =  GS6c  que 
CRs^OS  à  caufe  des  parallèles  CD^  ES  qui  les 
renferment ,  on  aura  OG*  «  CA^  —  Oî'  = 
AJ^xRB:  donc  en  mettant  RS^  à  la  place  âcCO\ 
ScARxRB  à  celle  de  OG" ,  la  premicfc 
proportion  deviendra  CD":RS\:CA':ARxRB , 
ou  alternand&  Se  imértehdô 
RS\AR>cRB:.CD':CA'  ;  tfoù  il  fuit  cvidém- 
ment  que  k  courbe  eft  une  ellipfe.  C  Q*  F.  D. 
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•REMARQUE 

0  fur  cette  première  Sdution. 

On  remarquera  en  général  fur  cette  première 
fôlution  »  que  la  ligne  RS  parallèle  à  CD  coupera 
toujours  le  diamètre  ÂB  dans  un  point  R  ^  entre  le 
centre  C&fon  extrémité  A  ••  car  à  caufe  du  triangle 
reSângle  GOS ,  GS  eft  plus  grand  que  SO  ,  c^ti 
de  Vangle  droit  dont  GS  eft  Vhypottnuje  ;  donc  CA 
qui  eft  égale  4  GS,  fera  aujji  plus  grand  que  CR^ 
wfon  égale  OS. 

II  So  LUT  I  O  K. 

5tça.  Après  avoir  déterminé  la  ligne  OÇJ 
€cmqf)e  dans  la  foIution  précédente  ;  ( /g.  1 1^ 
êc  118)  par  quelque  point  G  de  cette  ligne 
pris  pour  centre  avec  un  rayon  GF^^^PQ  on 
décrira  un  arc  de  cercle  qui  coupera  le  dia- 
mètre j4B  ,  prolongé  s'il  e  ft  nécefiaire ,  dans 
un  point  F;  fi  Ion  tire  FGSc  qu'on  prenne  fur 
le  prolongement  de  cette  ligne  GS=DQy  le 
point  S  fera  un  des*  points  de  Teilipfe  de^ 
mandée* 

DâMONST&ATIO»* 

Sbît  menée  par  le  point  G  la  ligne  JGO 
parallèle  à  DP  ;  les  parallèles  DP .  01  feront 
coupées  propoftionellement  par  la  droite  CQ 
&  donneront  PQ:GI::DQ:OG;  mais ,  par  hypo* 
théje  GF=PQ  ic  DQ^GS  ou  Cji .  donc 
GF.GhGSiGO  ^  d'où  il  fuit  <]k;e  la  ligne  OS 
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qui  joint  les  points  0,  S  eft  parallèle  au  dîa- 
inetre  ;  Se  partant  cette  conftruftion  revient  à 
la  précédente,  &  le  refte  fe  démontreroit  dt 
la  même  manière.  • 

S  C  H  O  L  I  E. 

4J3.  Commme  le  cercle  déçut  du  rayon 
GF=jPQ  coupe  toujours  la  ligne  AB  en  deux 
points;  tant  que  le  point  G  ne  fe  trouve  pas 
dans  la  perpendiculaire  PQ ,  on  aura  par  une 
même  opération  deux  points  audeffus  du  dia- 
mètre AB  ;  il  n'eft  pas  moins  évideat  que 
Ton  peut  trouver  deux  points  audeflbus  du  mê- 
dîamerre  V  en  prenant  les  points  G  fùr  le  pro- 
longement de  la  ligne  C  q  comme  en  g%  U 
fuit  encore  de  cette  conftruâion  que  le  Ueu 
de  tous  les  points  G  eft  compris  entre  le  point 
C&  le  pomt  Q;  car  fi  on  les  prenoit  audelà 
de  Q  par  rapport  au  centre  C,  le  rayon  GF 
ne.pourroit  plus  couper  ni  toucher  le  diamètre 
Ah^  &  partant  on  ne  pourroit  plus  trouv» 
aucun  point  à  la  courbe. . 

L     OBSERVATION. 

4^4.  Il  ctt,  aifé  de  reconnoître  que  Ton  peut 
encore  fe  fervir  de  cette  "  conftrudion ,  dans 
le  cas  où  les  lignes  AB^  DE  feroient  les  axes 
de  Tellipfe  (fig^ii^  &  120  )  :  alors  la  perpen* 
diculaire  DP ,  fe  confond  avec  Taxe  DE  9  auiE 
la  ligne  DQ  doit  être  prifc  fur  l'axe  DE  lui- 
même  prolongé  autant  qu^il  eft  néceflaire  9  le 
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rayon  GF  dont  on  s*cft  fervî  dans  I«s  figures 
117  &  118  devient  égal  à  la  fomme  ou  à  la 
différence  des  mêmes  demi  -axes.  Il  eft  encore 
vifible  que  les  points  G  doivent  être  pris  dans 
les  figures  i  ip  &  110 ^  fur  la  ligne  CQ ,  8c 
que  le  lieu  de  tous  ces  points  eft  égal  à  la 
ligne  CQ^  elle  -  même. 

OBSRVATION     IL 

4y  y .  Tout  ce  que  nous  venons  de  voir  a  rap- 
port à  la  dernière  folution  :  û  l'on  vouloîc 
dans  le  cas  où  les  diamètres  font  les  axes  de 
rellipfe  ,  comme  on  le  fuppofe ,  trouver  le 
point  0  qui  ne  peut  être  déterminé  comme  dans 
les  figures  précédentes  ,  voici  ce  qu'il  faudroic 
faire.  Après  avoir  marqué  fuir  un  rayon  quel- 
conque GF9  point  S  tel  que  GS=:iDQ^  ou 
ACj  on  mènera  par  ce  point  les  lignes  SO 
parallèles  k  AB  Se  SR  parallèle  kCD.Ôçdc 
cette  manière  le  point  O  fera  celui  qui  ré- 
pond au  point  0  déterminé  comme  on  a  vu 
dans  les  figures  1 17  &  1 1 8'  Cette  conftruftîon 
fuppofée  ^  il  eft  aifé  de  démontrer  direâement 
&  indépendamment  de  la  folution  générale  que 
le  point  S  eft  un  dts  points  de  l'ellipfe  donc 
A B  6c  DE  font  les  axes  :  car  à  caufe  du 
triangle  reftangle  GSO  ^  on  a 
GO^  =  GS'  -  60*  =  C^*  -  CR\  puîfque ,  par 
conflruBion  y  GS-=CAy  &  que  SO^CR:  donc 
GO^=ARxCR ,  par  le  Lemme  fondamental j  donc 
on  aura  à  caufe  des  triangles  reâangles  fem* 
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blablcs  RSF,  OGS,  «S*:  GO* ou  ARxHB 
i:tS' ou  CD' :GS'ouC4\   C.Q.F.D. 

COAOLLAI&B      1. 

4^5.  II  fuit  de  la  dernière  foiutlon  générale 
que  û  dans  un  angle  quelconque  FCQ  {Jig.  117 
ic  118)  on  fait  mouvoir  une  droite  confiante 
CF  de  manière  que  fes  deux  extrémités  too- 
chent  continuellement  les  deux  côtés  de  cet 
angle,  &  qu'il  y  ait  fur  cette  droite  prolon- 
gée 9  (comme  dans  la  figure  1 17)  ou  non  {comme 
dans  la  figure  1 1 8  )  un  point  S  tel  que  les  panics 
CS  I  Gf  foient  inégales  ^  ce  point  S  décrira 
une  ellipfe  dont  les  lignes  G5,&  DC  feront  les 
demi -diamètres  conjugués,  tandis  que  la  rè- 
gle CF  parcourera  les  quatres  angles  qui  font 
autour  du  point  C»  de  manière  Me  fcs  extié- 
iritées  G  >  F  foient  toujours  fur  les  côtés  da 
mêmes  angles. 

CoHOLLAIAEé        IL 

4J7,  Si  Ton  fuppofe  le  point  S  au  milîen  de 
GFy  Se  déplus  Tangle  dans  lequel  fe  fiait  le 
mouvement  de  po  dégrés  y  la  courbe  décrite 
dans  ce  mouvement  fera  un  cercle ,  puifqœ 
les  deux  demi  -  diamètres  conjugués  feront 
égaux,  &  que  Tangle  des  ordonnées  eft  droit 
AinG  Ton  pourroit  fe  fervir  de  çerte  méthode 
pour  décrire  un  cercle  dont  le  rayon  fcroic 
trop  grand  pour  erre  décrit  avec  le  compas 
ordinaire.  Si  Tangle  eft  aigu ,  dans  la  même 
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fuppoficion,  la  courbe  ne  peut  toujours  èc« 
qu'une  ellipfe. 

ConftruSion  i*un  Compas  elliptique  univerfeh 

4^  S.  On  déduit  de  cette  folmion  une  conf* 
truâîoa  très  -  fimple  &  très  -  facile  d'un  compas 
elliptique  que  Ton  peut  appeller  univerfel  » 
parcequ'il  peut  fernr  à  décrire  toutes  fortes 
d^ellipfe ,  par  un  mouvement  continu.  Comme 
cette  machine  efl  la  plus  parfaite  de  celles  qui 
ont  été  imaginées  en  ce  genre  »  nous  en  don« 
nerons  une  explication  plus  détaillée  que  des 
autres  dont  nous  aurons  à  traiter  par  h  fuite* 

AB  &  CD  {fig.  121  )  font  deur  règles 
de  laiton  jointes  enfemble  &  d'équerre  l'une  à 
lautre.  On  a  pratiqué  dans  chacune  une  pciite 
reinure  plus  large  vers  le  bas  que  vers  le  nauc 
Se  qui  peut  avoir  environ  le  tiers  de  la  lar* 
geur  de  la  règle  vers  le  haut.  Dans  chacune 
de  ces  couIiflTes  on  infère  une  petite  pièce  de 
cuivre  mobile  dans  toute  la  longueur  de  cette 
couliffe.  Cette  petite  pièce  porte  fur  fon. mi- 
lieu un  petit  axe  par^itement  rond  8c  poli» 
delliné  a  paiTer  dans  un  trou  de  même  dia- 
mètre pratiqué  dans  une  règle  d'acier  comme 
US-  On  fixe  la  règle  par  le  moyen  de  ces  deux 
petits  axes ,  &  pour  empêcher  qu'elle  ne  fe  dé» 
range  dans  le  mouvement  >  on  Tarrête  par 
une  petite  goupille  qui  traverfe  les  deux  axes* 
Cette  règle  d'acier  porte  à  fon  extrémité  un 
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petit  fille,  où  Ton  peut  adapter  une  plume 
ou  un  crayon  ,  &  à  l'autre  extjrémité  R  , 
on  peut  y  pratiquer  un  petit  bouton  qui  pui/Te 
fcrvir  à  faire  mouvoir  plus  commodément  cette 
même  règle.  Cela  pofé ,  fi  Ton  pouffe  la  règle  - 
RS de  R  vers  B,  la  petite  pièce  F  mobile  dans 
la  reinure  CD ,  ne  peut  obéir  à  ce  mouve- 
ment qu'en  avançant  de  Cvers  D,  Ôc  par  le 
même  moyen  fait  monter  la  féconde  G  dans 
la  couliffe  BA  de  B  vers  A.  De  cette  manière 
lorique  chaque  pièce  a  parcouru  dans  fa  règle 
à  droite  &  à  gauche  du  centre  de  la  croix  une 
ligne  égale  k  FGj  le  point  S  a  décrit  une 
cllipfe  aont  GS  de  FS  font  les  deux  demi* 
axes ,  car  il  eft  évident  que  cette  règle  a  tou* 
jours  eu  &s  deux  points  F,  G  dans  les  côtés 
de  Tangle  droit. 

If  eft  aifé  de  reconnoitre  que  la  petite  pièce 
mobile  G  ne  peut  pas  monter  plus  haut  dans 
la  couliffe  AB  que  d'une  quantité  égale  à  K/» 
c'eft  -  pourquoi  l'on  fe  contente  dans  la  con- 
flruâion  de  cette  macliine  défaire  les  règles /4jB 
ou  CD  chacune  un  peu  plus  que  double 
de  f  G.  Il  faut  pour  que  la  machine  foit  éxaAe 
que  les  trois  points  F,  G  ,  S ,  c'eft  -  à  -  dire, 
les  deux  pivots  &  le  point  décrivant  foient 
dans  une  même  ligne  droite.  Sans  cela  la  coube 
décrite  ne  feroit  pas  décrite  fur  les  axes  qui 
font  les  lignes  les  plus  faciles  à  déterminer. 
Si  Ton  veut  fe  fervir  de  cette  machine  pour 
décrire  toutes  fortes  d'ellipfcs,  il  faut  que  le 

porte 
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Crayon  S  puiflc  s'approcher  ou  s'cloîgncr  des 
points Fy  Gi  car  il  eft  vifible  par  tout  ce  qu*oa 
a  démontré  jufqu'ici ,  que  les  ellipfes  varient 
dans  le  rapport  de  leurs  axes.  Mais  fi  Ton  veut 
décrire  des  ellipfes  femblabies  par  le  moyen 
de  la  même  machine ,  il  faut  auffi  que  l'un  de^ 
points  F,  G  foit  mobile ,  c'eft  -  à  -  dire  qu'on' 
puifTe  augmenter  ou  diminuer  la  diftance  FG 
dans  quel  rapport  on  voudra.  Car  lorfqu'il  n'y 
a  que  le  point  S  de  mobile ,  on  ne*pcut  qu'aug- 
menter ou  diminuer  le  grand  axe  >  fans  toucher 
au  petit  ;  aulieu  que  pour  décrire  une  eLipfe 
femblable  3  il  faut  allonger  ou  raccouicir  cha- 
que demi  -  axe  dans  la  même  proportion.  On 
a  eu  égard  à  tout  cela  dans  la  conftruâion 
du  compas  elliptique  tel  qu'il  fe  trouve  chez 
les  ingénieurs  pour  les  inftruments  de  mathé* 
fxiatiques^ 

4  5p.  Si  le  point  S  étoît  entre  les  points  G ^  F 
comme  en  j,  il  eft  vifible  que  dans  le  mouve-i 
ment  de  la  règle  FG ,  ce  point  décriroit  une 
ellipfe  :  mais  cette  machine  n'a  pas  les  mê- 
mes avantages  que  la  précédente ,  Se  l'on  ne 
peut  décrire  avec  elle  que  des  portions  d'ellipfe» 
parceque  le  (lile  s  fe  trouveroit  empêché  dans 
fon  mouvement  à  la  rencontre  des  branches 
de  la  croix. 

COHOLLAIRB.      II L 

4^0.  Puîfque  la  ligne  GF  t{i  une  ligne 
conftantc  {fig^  laa  &  1 13)  &  que  d'ailleurs  elle 
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fe  meut  dans  un  angle  confiant  ^  on  peut  la 
r^atder  comme  la  corde  de  l'angle  dans  le- 
quel  elle  fe  meut.  De  plus^comme  dans  un  cercle 
quelconque  la  corde  qui  foutient  le  peticfegment 
eit  la  même  que  celle  du  grand  ;  dans  toutes  les 
pofi tiens  de  la  ligne  Gf,. dans Tangle  DCA^ 
çu  dans  fon  fupplément  DCBj  le  cercle  qui 
paÛera  par  les  trois  points  Gy  C^  F  fera  tou« 
jours  le  même.  Il  fuit  encore  de  -  là  que  le 
centre  du  même  cercle  fera  toujours  à  égale 
diftance  du  centre  C,  &  par  conféquent  dé- 
crira un  cercle  autour  du  centre  de  Tellipfe  ; 
tandis  que  le  point' ^  décrira  lellipfe  dont^ 
&  DE  font  les  diamètres  conjugués. 

N.  fi.  Ce  Corollaire  eft  de  la  dernière  Im* 
portance ,  pour  bien  comprendre  tout  ce  que 
cous  dirons  .dans  la  fuite  de  ce  livre  ^  fur  la  deP 
cription  des  ellipfes  dont  on  a  les  axes  ou  les 
diamètres  conjugués  :  c'eft  -^  pourquoi  il  faut 
le  relire  »  jufqu'à  ce  qu  on  le  conçoive  par£ù; 
tement. 

Corollaire  IV« 

4^1.11  fuit  du  dernier  corollaire  j  que  loa 
peut  aifément  fupprimer  un  des  côtés  de  l'angle 
dans  lequel  on  fait  mouvoir  la  règle  qui  porte 
le  point  décrivant;  (fig.  12^  &  12J  )  pourvà 
que  l'on  fubftitue  une  autre  ligne  qui  foutienne 
cette  ligne  confiante  GF^  de  la  même  manieie 
qu'elle  étoit  fou  tenue  par  la  droite  fupprimée. 
Pour  cela,  imaginons  que  l'on  ait  trouvé  lecen« 
tre  O  ou  d  du  cercle  qui  paffe  par  les  troit 
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•pùînw'dy  C>  Fr  ou  G ,  C^  /  &  que  de  ce 
ccocre  on  ait  mené  aux  mêmes  points  &  au 
point  S  les  droires  0C>  OC^  OF,  OS;  cela 
pofé  ^  puifque  le  rayon  CO  eft  une  ligne  Conf- 
tantje^comme  on  Ta  démontré  dans  Tarcicle  pré'* 
cèdent  i  &.  que  d^ailleurs»  par  hypothefe^  la  ligne 
GF  eft  aufli  une  ligne  confiante  ;  le  triangle 
COF,  fera  toujours  le  même  ,  à, Ton  fommcr 
O  fera  toujours  dans  la  circonférence  décrite 
par  le  rayon  CO ,  tandis  que  l'angle  F  de  fa 
bafe  parcourera  la  ligne  FCA',  ainlî  on  pour* 
roît  fupprimcr  la  ligne  CD,  Se  décrire  Tel- 
lipfe  par  le  moyen  du  triangle  GOF^  comme 
en  la  décrivoit  auparavant  par  le  moyen  de^ 
lignes  AB  ,  CD  ,  puifque  la  ligne  ^  G  S  fe 
trouve  toujours  dans  le  même  mouvement.  Pat 
la  même  raifon ,  on  peut  fe  fervir  du  triangle 
FOStti  gardant  toujours  la  ligne /4B,  &  fup- 
primant  la  ligne  ÙCi  mais  fi  Ton  vouloir  fe 
fervir  du  triangle  GOS  qui  maintint  toujours 
le  point  0  dans  la  circonférence  décrite  par 
le  rayon  CO ,  il  eft  évident  que  cfans  ce  cas 
il  faut  fupprimer  la  ligne  Cfi  &  fe  fervir  de 
la  ligne  CD^  puifqu'àlors  le  triangle  G  O  F 
devenant  inutile  ^  fon  angl«  F  n'a  plus  befoin 
de  ligne  pour  fe  foutenir,  &  que  d'^ailleurs  fi 
on  le  laifie  fubfifter»  la  ligne  GT  fera  toujours 
mile  de  la  même  manière  >  pat  le  moyen  des 
lignes  conftantcs  GO  ^  GS ,  OS  qui  forment 
toujours  k  même  triangle  y  S^  des  lignes  CD 
&  CO. 

Yîj 


34a  DeU  Defcriptlon 

conjugués  font  donnés  de  grandeur  &  de  p<>t 
iidon. 

PROBLÈME. 

463.  Dtwt  liffi^s  droitts  AB>  D£()%.  M4 
I2f  &  ia6  )  éranr  dMni€$  à/i  grandeur  &  db 
pofition  pour  deux  diâinWis  ttmjMgués  i^unt  el- 
lipft  »  conjlruire  une  machine  par  le  mù)en  de  la* 
quelle  f n  puijfe  décrire  fHlipfe  daraai^dée  JCun  mmh 
wemwt  continu. 

Solution. 

Soient  AB ,  DE  les  diamètres  donnés  qm 
fe  coupent  mutuellement  en  deux  parties  éga- 
les au  centre  C,  fur  lefquels  il  £iut  décrire  une 
cllipfe.  Par  le  point  D  extrémité  de  Tua  de 
ces  diamètres  »  on  abaiiTera.  fur  fon  conjugué 
AB  la  perpendiculaire  DF9  fur  laquelle  pro* 
longée  9  s'il  eft  néceûfaire ,  de  part  &  d'autre 
du  point  D  à  commencer  du  même  point ,  oq 
prcudf  a  une  ligne  DG  égale  à  la  moitié  du  dia« 
mecre  AB.  Par  le  point  G  ft  le  centre  C  »  oa 
mènera  une  droite  CG  que  Ton  divifera  CQ 
deux  parties  égales  au  pobt  0  duquel  go  me- 
pera  au  centre  C  &  aux  points  £>,  Fies  lignes 
OC 9  OF,  ODl  Cela  fait,  on  préparera  d'une 
matière  folide»  comme  de  laiton  ou  autre  choie 
femblable}  1^   une  règle  CX)  percée  de  deux 
trous  Tun  en  C  &  l'autre  en  0  ;  s^^  un  trian- 
gle FOU  percé  de  trois  trous  à  chacun  de  fes 
angles  D^^O  y  F  que  Ton  arondira  comme  ils 
foDt  marqués  daus  la  figure^  pour  une  plus  fy^o^ 
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exécution  de  la  machine.  Le  point  C  de  la  rè- 
gle CO  fera  fixé  à  un  point  C  d'une  régie  IL  de 
quelle  longueur  on  voudra  »  par  le  moyen  d'une 
charnière  »  enforte  que  cette  même  règle  CO 
puifTe  tourner  autour  du  point  C  comme  centre; 
cette  même  règle  feJa  auffi  attachée  par  (on 
extrémité  O  avec  le  fommet  O  du  triangle  DOF 
par  le  moyen  d'une  femblable  charnière  ;  au 
point  F  de  ce  triangle  on  mettra  une  petite 
pointe  quifervira  à  faire  mouvoir  le  point  F  de 
C  vers  F,  ou  de  F  vers  C,  de  manière  qu'il 
foit  toujours  appliqué  fur  le  côté  AB  de  la  regtc 
IL  j  que  Ton  fuppofe  elle-même  dirigée  fuivant 
Tun  des  diamètres  AB.  5i  Ion  met  un  crayon 
au  point  D,  il  eft  Vifible  par  tout  ce  qui  pré* 
cède ,  que  le  point  D  de  la  ligne  FG  décrira  une 
cUipfe  fur  les  diamètres  donnés  de  pofition; 
car  le  point  O  eft  le  rayon  du  cercle  qui  paiTe 
par  les  trois  points  G,  F^  C  dans  toutes  les 
£tuations  poflibles  de  la  droite  FG  entre  les 
droites  CG,  ÇB. 

COKOLLIA&E    I. 

464.  Il  fuit  de  cette  fdution  que  la  ligne  FG 
qui  fe  meut  entre  le  diamètre  CB  &  la  ligne 
C6»  eft  toujours  égaie  à  la  fomme  ou  à  la 
différence  de  deux  lignes,  dont  une  eft  égale  à  la 
perpendiculaire  abatflfée  d'un  demi  -  diamètre 
CD  fur  fon  conjugué^  Se  la  féconde  eft  égale 
au  demi-diamecre  fur  lequel  la  première  ligne 
«  été  abaiilée«  Dans  la  figure  12$  la  ligne  FG 
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cft  égale  à  U  fommc  de  ces  lignes  &  dans  les 
figures  1 514  *  12^ ,  c'cft  la  diflférence  des  mc- 
mes  lignes. 

Co&OLLAI&E      II. 

46^.  Si  les  diamètres  donnés  font  à  angles 
droits ,  ou  ^  ce  qui  eft  la  même  chofe  ^  fî  ce  font 
les  axes  mêmes  de  Pellipfe  ;  la  ligne  FG  fera 
égale  à  la  fomme  ou  à  la  différence  des  mêmes 
demi-axes.  Le  point  F  tombera  au  point  CQ%. 
127  &  118  )  âc  la  ligne  CG  fe  trouvera  fur  le 
fécond  axe  CD  prolongé  de  part  &  d'antre, 
du  point  C,  s'il  eft  néceffaire;  &  enfin  le  point  0 
fera  fur  le  milieu  de  la  ligne  CG ,  c'eft-â-dire 
que  Ton  aura  le  rayon  du  cercle  qui  paflfe  pat 
les  points  F,  C,  g  dans  toutes  les  lituatîons  pofli- 
blés  de  la  ligne  Fg  en  prenantla  demi  -  fomme 
ou  la  demi-différence  des  axes  propofés;  de 
plus,  le  centre  de  ce  cercle  fe  trouveroit  toujours 
fur  la  ligne  Fg  à  caufe  de  Tangle  droit  ;  comme 
nous  Tavons  déjà  fait  remarquer  ailleurs. 

On  déduit  encore  dçs  deux  derniers  corol- 
laires ,  de  nouvelles  machines  qui  peuvent  être 
très-utiles  pour  la  defcription  d'une  ellipfedonl 
on  connoit  les  deux  axes.  Nous  allons  les  ex- 
pliquer dans  les  articles  (uivants. 

Defcription  d^uue  nouveau  Compas  elliptique. 

^66.  IL  eft  une  règle  de  cuivre ,  ou  de  quel- 
qu'autre  matière  bien  polie  (j%,  127  &  128  ) 
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à  laquelle  on  a  ^oint  deux  règles  CO ,  OF  de 
même  matière  j  unies  enfembles  par  le  moyen 
d  une  charnière  enO;la  première  peut  tourner  au* 
tour  du  point  C  de  la  règle  IL  à  laquelle  elle  eft 
unie,comme  autour  d'un  centre  de  mouvement; 
la  féconde  eft  continuellement  appliquée  à  la 
mèmS  r^le  IL  par  fon  extrémité  F,  qui  peutv 
parcourir  les  parties  C  F,  CAdeh  ligne  AB , 
jufqu'à  ce  que  ces  deux  règles  foient  tou- 
tes entières  appliquées  à  la  règle  IL.  Suc 
la  règle  OF,  que  nouV  appellerons  la  ma^Ie , 
eft  un  ftilc  S  qui  doit  fcrvir  à  décrire  rcUipfc , 
Se  que  Ton  peut  placer  de  manière  qu'il  foit  mo  ! 
bile  fur  la  même  règle,  afin  que  Ton  puifle  dé« 
crire  plufîeurs  ellipfes  avecTle  même  infkument* 
Il  eft  aifé  de  reconnoitre  que  Ton  pourroit  pren- 
dre le  point  S  en  i ,  fur  le  prolongement  de  la 
ligne  OF.  Dans  le  cas  où  le  ftile  eft  placé  en  S 
(fig.  127  )  les  demi -axes  de  Tellipfe  décrite 
feront  CO  +  OS  pour  le  grand,  Se  SF  pour  le 
petit  :  8c  dans  le  cas  où  le  point  décrivant  ell 
placé  en  j ,  le  demi-grand-axe  eft  égal  à  Fi,  âç 
le  demi-petit-axe  eft  égal  à  CO^Os.  Ainfi  Tcl- 
lîpfe  détrite  par  le  point  5  fera  ADBj  8c  celle 
qui  eft  décrite  par  le  point  s  eft  la  courbe  ddb. 
S  e  H  O  L  I  E. 
4  J7.  11  faut  remarquer  que  des  deux  machi- 
nes que  nous  venoAs  d'expliquer  pour  conftruire 
des  ellipfes  dont  les  axes  font  donnés ,  celle  qui 
eft  repréfentée  par  la  fig.  128  eft  la  plus  facile 
à  mettre  en  exécution ,  parce  que  la  fomme  des 
Jigaes  CO^  OF  étant  moindre  que  celle  des  li«! 


^4<^  De  la  D^cription 

gnes  CO+OS9  il  n  eft  pas  n^ceflalre  de  faite 
la  règle  CL  plus  longue  que  le  double  de  CO: 
aînfi  le  point  S  pourra  décrire  rellipfe  toute  en- 
tière fans  être  anêté  dans  fon  mouvement;  au 
lieu  que  dans  lafigure  1 27  le  point  S  ne  peut  dé- 
crire rellipfe  toute  entière  ^  parce  que  les  lignes 
CO  4*  OF  étant  plus  longues  que  les  4ignes 
CO4-O5,  il  doit  néceflairement  s'arrêter  à  la 
rencoqtre  de  la  règle  IL, 

On  déduit  des  deux  machines  que  nous  venons 
d'expliquer  des  defcriptions  nouvelles ,  &  très- 
iimples  d'une  elllipfc  dont  les  deux  axes  font 
donnés;en  cherchant  nn  grand  nombre  de  points 
de  cette  courbe.  Cette  defcription  peut  être 
d'autant  plus  commode,  que  fans  beaucoup  de 
temps  on  pourra  trouver  un  û  grand  nombre  de 
points  que  Ton  voudra. 

46S.  Saiittt  CA^'CB  Us  deux  demi^sxa 
^unt  ellipfe  qu'il  faut  décrire  pat  flupeurs  pQims 
(Jig.ii^tst  130). 

Ayant  décrit  fur  Tun  des  demi-axes  >  fui  CA^ 
par  exemple,  un  quart  de  cercle  AM  qui  cou- 
pe l'autre  axe  prolongé  ^  s'il  eft  néceifaire,  as 
point  £  ;  par  tant  de  points  que  l'on  voudra 
du  même  axe  CA ,  on  élèvera  des  •rdonoées 
PAl,PM,PAlprolongées,indé6nîment(y^.  130) 
dans  le  cas  où  le  cercle  à  été  décrit  fur  le  petit 
axe  CA  ;  .ayant  enfuite  divifé  la  ligne  B£  di£R6- 
lence  des  deux  demi-axes  en  deux  égalemeot 
au  point  Dj  Se  tiré  du  centre  C  aux  extré- 
mités des  ordonnées  PM  les  droites  CM,  CM 9 
CiUqueTon  proIon|^cia  auffi  indéfinHneat  Çdom 
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Ufig*  130)  fur  les  lignes  CM  à  partir  du  point 
M  avec  le  rayon  confiant  BD  »  on  décrira  des 
arcs  de  cerclé  da  centre  O  qui  couperont  les 
PAf  aux  points  5^  5,  S  qui  feront  des  points 
de  1  ellipfe  demandée. 

DéMONSTEATIOK. 

Pour  fe  convaincre  que  le  point  S  e(t  à  Tel* 
lîpfe ,  par  le  point  O  &  le  point  S  foit  menée 
la  ligne  OSFy  ou  SOF  (Jig.  1  jo  )  jufqu'à  ce 
^'elle  rencontre  l'axe  CA  prolongé  s'il  cft  né- 
ceflaire.  Il  eft  vifible  par  cette  conftruâion^ 
que  le  triangle  COF  efk  ifocele,  car  dans  le 
triangle  reâangte  CPM  l'angle  C=  un  droit 
^CMFy  &  au  triangle  rcftangle  FSP ,  l'an- 
gle en  F = un  droit  —  FSPj  mais  l'angle  F5P=a 
C^P ,  puifque  cet  angle  eft  oppofé  au  fom- 
snet  de  Tangle  OSM  du  triangle  ifoccle  MOSi 
donc  cette  conftruâion  revient  entièrement  à 
la  machine  déCgnée  par  la  figure  127 ,  puifque 
les  lignes  CO,  OF  font  égales,  &  que  la  li- 
gne OS  eft  égale  à  la  moitié  de  la  difiifrence 
des  demi*axes  propofés^ 

Pour  faire  encore  mieux  fentîr  la  vérité*  de 
tous  les  articles  précédents  qui  ne  font  que  des 
fuites  immédiates  de  l'article  45 1 9  &  pour  con- 
vaincre ceux  qui  ne  font  pas  accoutumés  à  fe 
^gurertous  tes  mouvements  dont  il  s'agit  ici; 
nous  allons  donner  uue  démonftration  diredo 
de  cette  conftruâi^n. 
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ÂUT&X      DéMONSTEJLTIOK. 

Par  un  un  des  points  S  foie  menée  la  droite 
SR  parallèle  à  Taxe  CA  (/g.  tap  &  130  ) 
jufqu'a  ce  qu'elle  rencontre  le  rayon  CM  qui 
pafle  par  Textrémité  M  de  l'ordonnée  PM  fur 
laquelle  on  a  déterminé  le  point  S.  Le  trian- 
gle OSR  fera  ifocele  &  femblable  au  triangle 
ÇOF,  puifque  Ton  a  démontré  ci-dcflus  Tégali- 
té  dts  angles  en  G  &  en  F;  donc  0R=0&t=OMi 
Se  partant  RM=BE  ;  cela  pofé  ^  après  avoir  en- 
core mené  la  droite  RK  parallèle  à  PM  8c 
terminée  à  Taxe  en  K>  on  aura  à  caufe  dts 
triangles  femblables  CKR ,  CPM  ; 
PM:KRouPS::CM:CRoû::CA:CB;donc 
le  point  «S*  eft  à  Tellipfe,  puifque  Ton  démon* 
trera  de  la  même  manière  que  toutes  les  ordon- 
nées PS  font  aux  ordonnées  circulaires  cor- 
lefpondantes.  dans  le  rapport  de  C^  à  C£« 
CQ-F.D. 

Si  (impie  que  foit  cette  delcription,  elle /le- 
viendroit  impratiquable^  lorfque  le  rayon  BD 
ou  MO  égal  à  la  demi-différence  des  demi-axes 
fera  très-  petite  parce  que  dans  cecasilferoit 
difficile  de  déterminer  les  points  de  Tellipfeavec 
préciGon  ;  c'efl  pourquoi  «  il  eft  à  propos  d'avoir 
recours  à  une  autre  méthode ,  en  fe  fervant  de 
la  moitié  de  la  fomme  des  demi  -  axes  donnes  9 
ce  qui  fera  un  rayon  toujours  alTei^grand  y  pour 
décrire  Tellipfe  avec  toute  l'naâitude  poffible. 

Autre     Description. 
éj^6$.  Sur  l'un  des  demiraxes  CA^  par  exemple. 
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jon  déctîra  un  quart  de  cercle  AME  qui  ren- 
contrera l'autre  axe  CE  prolongé  en  £  (fig.  1 3  f 
&  13a  ).  Il  eft  évident  que  la  ligne  ££  e(! 
égale  à  la  fomme  des  demi-axes  :  on  partagera 
cette  ligne  en  deux  également  au  point  D  ; 
Hyant  enfuite  mené  à  Taxe  CA^  fur  lequel  on  a 
décrit  le  quart  de  cercle  des  ordonnées  PM^ 
PM ,  PM  prol^gétt^  indéfiniment  au-deflus 
de  CA  {fig.  131  )  d^u-de£fous  de  la  même 
ligne  (fig.  1^2  )^  âc  tiré  par  le  centre  C  les 
lignes  CM,  CM,  CM  aufli  prolongées  s'il  eft 
néceflaire;  fur  chacune  de  ces  lignes  du  point  O 
comme  centre  avec  un  rayon  OAf=JBD,  on  dé- 
crira des  arcs  de  cercle  qui  couperont  les  or- 
données prolongées  en  S,  Se  donneront  fur  cha- 
cune de  ces  lignes  un  point  de  Tellipfe  deman- 
dée. Cette  defcription  fuit  enderrement  des  mê- 
mes principes  que  la  précédente,  je  laifTe  aux 
commençants  leplaifir  d'en  trouver  eux-mêmes 
la  démonftration. . 

PROBLÊME. 

470.  Deux  diamètres  cojugués  AB,  DE  étant 
donnés  (fig.  133  )  décrire  Vellipfe  à  laquelle  ils 
appartiennent  en  fe  fermant  du  cercle. 

Solution. 

On  décrira  fur  Tun  des  diamètres  AB  utt 
demi-cercle  ATB ,  &  ayant  joint  les  extrémités 
dz^  deux  demi  -  diamètres  C^,  CD  par  I9 
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ligne  AD  ;  par  un  point  P  quelconque  du  cfia^ 
inetre  AB  on  inenera  la  dfohc  PM  perpendioh' 
lairc  à  ce  diamètre  terminée  à  la  circonférence 
en  Af ,  &  la  droite  PO  parallèle  à  la  ligne  AU 
terminée  en  O  à  la  ligne  CD.  Pat  le  point  0 
ainfi  déterminé  ^  on  prendra  de  part  êc  cFmitrt 
fur  une  ligne  SOs  parallèle  à  AB  lis  parties  0$» 
Os  égales  à  TordonnéejPM^ce  qui  donnera 
deuit  points  5  >  i  de  reUipfe  demandée* 

DéMOMSTRAÏXÔX. 

A  caufe  des  parallèles  AD^  PO  les  triangtei 
ACD .  PCO  font  femblables  Se  donnent 
CA^.CP^::  CD"^  :  CO* ,  donc  diyidenih 
CA'^CP^.CA'^  ::  CD^^CO^iCD^  Se  abzrnanà 
CA^~CP^:CD^^CO'::CA-:CD-.  Mais 
CA'^-CP^^APxPB=PM^:^OS',  6c  par  lamè- 
me  raifon  CD^-CO^=  fiOxOD;donc 
€S^:EOxOD::CA':CD\â'oix  il  fuit  que  ce  point 
cfl  à  Tellipfe  dont  AB,  DE  font  les  diamctra 
conjugués.  C.Q.F.D. 

COBOLLAIEB 

471.  Si  les  deux  diamètres  conjugués  font 
égaux  ^  les  triangles  ACD  Se  PCO  feront  ifo- 
celés,  &  les^'gnes  CP,  CO  feront  égales; 
dansce'cas,  pour  avoir  les  pointsderellipfey 
il  fufEra  de  mener  par  le  point  P  une  droite 
Pq^PM  Se  parallèle  au  diamètre  CD.  On 
trouveroit  tous  les  autres  points  de  la  même 
manière* 
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Solution 
ia  Problème  propofé  (  num.  44^  )  pour  ïHyftrhdté 

P  ROB  z£m  s     L 

472:  Deux  lignes  droites  AB»  DEquifeeou^ 
fent  m  deux  parties  égales  an  point  C  étant  don-- 
nées  de  graedeur  &  de  polition  pour  deux  diamètre^ 
êcnjugués  d'une  hyperbole  0%*  134)»  lu  décrire 
par  plujîeurs,  points» 

Solution. 

A  Textrémité  A  de  Tun  des  diamètres  conju- 
gués f  on  mènera  une  droite  indéfinie  G  A  Fpa<«» 
ralléle  à  l'autre  DE ,  fur  laquelle  on  prendra 
les  parties  GAy  ^F  chacune  égale  à  la  ligne 
DC.  Par  le  centre  C  Se  les  points  Ay  F  on  mè- 
nera les  droites  CF,  CG  qui  feront  les  afym- 
ptotes  de  rh7perbole  demandée^  dont  le  poinc 
A  eft  un  de  fes  points. 

Par  le  même  point  on  mènera  une  droite 
quelconque  HAK  terminée  aux  afymptotes^  Se 
Ton  prendra  HI=AK ,  ce  qui  nous  donnera  un 
nouveau  point  de  l'hyperbole ,  par  le  moyen  du 
quel  on  trpuveroit  encore  tant  d'autres  points 
que  Ton  voudroit  en  tirant  des  droites  L/M, 
OIQ  fur  lefquelles  on  prendra  les  droites  PQ, 
01  ;  MNf  IL  égales  entr'elles.  On  décrira  de 
la  même  manière  Thyperbole  oppofée  à  celle-ci 
Se  les  conjuguées  aux  deux  premières  fi  on  ett 
avoir  befoin  y  toute  cette  dcfcription  fuit  évi^ 
demment  des  propriétés  des  afymptoces  d^* 
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montrées  urt.  29 o  &  fui vants.  C.  Q.  F,  T.  &  D. 
Il  eft  aifé  de  reconnoîcre  qu'on  pourroic  fc 
fcrvir  de  la  même  méthode ,  fi  Ton  avoit  feule- 
ment les  afymptotes  données  de  pofition  avec 
un  point  de  la  courbe  ;  car  le  point  donné  fup- 
plée  à  la  connoifTance  des  diamètres  de  Thyper- 
bole  &  détermine  les  quatres  hyperboles  conju- 
guées >  enfone  que  dans  le  même  angle  des 
afymptotes,  on  ne  peut  pas  décrire  plufieurs  hy- 
perboles qui  pafTenc  par  le  même  point. 
Probzjsm£.    il 

473 .  Les  mêmes  chofes  étant  données  ^  décrire  Fiy* 
perbolepar  un  mouvemeut  continu  (fig.  1 3  J  &  1 36), 

S  O  LU  T  I  O  N. 

Ayant  déterminé  lafigle  des  afymptotes i 
comme  dans  le  problème  précédent,  on  fera  une 
fauffe  équerre  dont  Tangle  Pcj  foit  égal  à  Tanglc 
GCFdcs  afymptotes,&  dont  la  branche  cf  foit  é- 
gale  à  la  partie  CFde  la  même  afymptote  corn* 
prifc  entre  le  centre  C  &  une  ligne  -4F  menée  de 
Textrémité  A  du  diamètre  AB  parallèlement 
à  l'autre  afymptore  CG.  Au  point  /  on  atta« 
chera  une  règle  ^mobile  autour  de  ce  point  1 

6  d'une  longueur  ihdéfînie.  Cela  pofé ,  û  Von 
imagine  que  cette  faufle  équerre  toujours  ap- 
pliquée fur  Tune  des  afymptotes  CFfj  fe  meuve 
de  e  vers  C  &  que  la  règle  qui  lui  eft  attachée 
pafle  toujours  par  le  poiint  fixe^  auquel  on  aura 
fixé  une  pointe  ou  Âilet  pouf  maintenir  la  rè- 
gle Afj  rinterfcâîon  P  de  la  règle  &  de  Ic- 
guerre  dans  ce  mouvement  continu ,  décrira 

rh/pcrbolc 
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rtiyperbole  CA  cft  le  demi- diamètre >  Se  dont 
les  lignes  CF ,  CG  fqnt  les  afymptotes. 

Démokst&àtioK; 

Puîfque  Tangle  Pcf  de  la  faufle  équérre  eft 
iégal  à  Tangle  GCFdcs  afymptotes ,  il  fera  auffi 
égal  à  Tangle  AFc  formé  par  une  des  afym- 
ptotes CFSc  par  une  ligne  AF  parallèle  à  l'au- 
tre CG  ;  àînfi  les  triangles  AFfj  P«/ feront  fem* 
blables  &  donneront  c/:cP  iifFiAF;  donc 
cP  xfF=(^x  AF.  Mais  c/=  CF,  par  conftrUc- 
tien ,  donc  Ffc=:^  Ce  ^  en  ôtant  de/f  la  ligne  cf 
&  ajoutant  au  reftc  fon  égale  CF:  donc  cPxCc=x 
CFx  AT,  d*où  il  fuit  que  le  point  P  eft  à  l'hy- 
perbole >  puifque  le  reftangle  cP  x  Ce  eft  égal 
à  la  puilTance  ou  au  raftanglc  CFx  AF  qui  eft 
toujours  le  même.  C.  Q.  F.  D.   . 

SCHOLIE. 

474.  Il  eft  aîfé  de  voir  que  la  démonftratîoft 
.ne  change  pas ,  en  fuppofant  la  branche  cP  de 
la  fauffe  équerre  ehtrc  la  ligne  AF  Ôc  Tafymp- 
totc  CG  {fig.  135).  On  peut  aufli  par  le  moyen 
de  la  même  figure  fe  convaincre  que  le  point 
P  s'approche  continuellement  de  la  ligne  CG  ^ 
fans  jamais  pouvoir  être  fur  cette  ligne  ;  car 
lorfque  le  point/  fera  ftr  le  point  F*  le  point 
c  fera  fur  le  point  C,  &  alors  la  branche  cP  de 
la  faufle  équerre ,  fera  parallèle  à  la  règle  /P; 
Ainfi  Ton  ne  pourra  plus  marquer  de  point  P, 
par  riatcrjc^on  de  ces  deux  règles.. 

Z 
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475*  Sî  par  le  point  B  extrémité  du  diamètre 
AB ,  on  mené  la  Jigne  BF  terminée  à  Tarymp 
tote  CF  &  parallèle  à  l'autre  CG  Ifig.  1 37  & 
138  );  on  pourra  conflruire  une  machine  i 
peu  près  femblableà  la  précédente  f  en  faifant 
la  branche  cf  dune  nouvelle  équerre  égale  à  la 
ligne  CF^  <Sc  difpofant  la  règle  £/ mobile  au- 
tour du  point  /  &  attachée  à  notre  équerre , 
de  manière  qu'elle  foie  tou;our$  appliquée  au 
point  B ,  tandis  que  la  ligne  cf  parcourera  la 
ligne  FfCc.  Dans  cette  novvelle  conftrudioo  y 
les  triangles  BFf^  PcJ  feront  toujours  fembla- 
bies ,  &  donneront  fjfou  Ce  :  FB  ::/c  ou  CF:  cP 
ou  CG ,  donc  CGxCc  =  FBxCFi  d'oùji 
fuit  évidemment  que  le  point  P  cft  à  l'hyper- 
bole ,  puifque  le  reâangle  FB  x  CF  efl  la  puift 
fance  de  la  même  courbe, 

PROBLEME    III. 

47  tf.  Deux  Ugnes  droites  égales  CA  Cr  CB 
(  fig.  1 3P  )  étant  données  de  pofition  pour  deux 
demi' diamètres  conjugués  d'une  hyperbole  équilaeére; 
décrire  cette  courbe  par  plufieurs  points  ,Jam  mhàt 
recours  aux  afymptotes. 

Solution. 
^  Par  tant  de  points  O ,  O  que  Ton  voudra  du 
diamètre  BC  prolongé  autant  qu'il  fera  néccf- 
faire ,  on  mènera  dts  lignes  indéterminées  OP, 
OP  ScQ.  toutes  parallèles  entr'elles  &  au  dia- 
mètre CA'y  au  point  C  centre  des  hyperboles 
oppofées ,  on  élèvera  la  droite  CD  indéfinie 
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êc  p'erpendîcuîaite  au  diamètre  CA ,  fur  laquelle 
on  prendra  les' parties  Cb  ,  Co  égales  aûk  lignes 
CO,  CO  chacune  à  fa  correfpondante*  De 
chaque  point  à  au  point  A  extrémité  du  dia- 
mètre CA  on  mènera  les  droites  cA,  oA  :  en* 
fuite  on  prendra  fur  chaque  OP  parallèle  à  CA 
Une  partie  déterminée  OP  égale  à  là  ligne  oA  ^ 
chacune  toujours  égale  à  fa  correfpondante; 
Tous  les  poinnsP  trouvés  de  là  même  manière 
feront  à  ITiypèrbole  équilatére  dont  CA  ScCÈ    ' 
font  les  demi-diametres  conjugués.  Gar  à  eau- 
fe  du  triangle  reâangle  ACo  on  a  évidemment 
Ao^=^CÀ^+Co\  ou,  en  mettant  à  la  place  des 
lignes  Ao  &  Cà  leurs  égales  PO^  CO ,  par  conp- 
irumon  ,   PO''  =CA^  +tO^  ,  qui  eft  là 
propriété  des  ordonnées  extérieures  de  Thy* 
perbole  équilatére  (  art.  j  27  )•   G.  Q.  F.  D. 

GoROLLAtR:B 

477.  Si  tes  diamètres  doiinés  font  angle  drôrt^ 
ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  fi  on  à  Taxé  d'une, 
faypierbote  équilatére^  Fa  cônTflruâioh  prcdS- 
dente  peut  toujours  avoir  Jieu  &  devient  une 
des  plus  (impies  pat  la  fuppreflion  dès  ^ics  de 
cercle  Oo ,  Où  ;  pùifque  dans  ce  cas  les  brdon«<. 
nées  font  perpendiculaires  à  Taxe. 

PROBLEME. 

^78.  Vaxc  €r  les  foyers  (tuhè  hyp&hàli  ou 
à^une  illipfe  éunt  dànfiés  ;  eohjlruire  me  machine 
pfxjprc  à  décrire  ces  ieim  c^hes  d'un  mouvemem 

Zij 
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continut  enfcrpant  des  propriétés  desjhyers  (fig.  i^ 
&  141). 

Solution    poua    l'£li.ipse. 

Soit  Aa  Taxe  de  rellipfc  demandée  dont  F,/ 
font  les  foyerst  On  prendra  trois  règles  Df  , 
BF  &  DB ,  dont  les  deux  premières  Df^  BF 
feront  chacune  égale  à  la  grandeur  de  Taxe  Aa , 
âc  percée  d'un  bout  à  Tautre  d'une  reioure  de 
même  largeur  dans  Tune  &  dans  l'autre  :  ceii 
deux  règles  feront  fixées  par  une  de  leurs  extré* 
mités  aux  foyers  F,  /  par  le  moyen  d'un  flilc 
autour  du  quel  elles  pourront  tourner.  Par 
l'autre  extrémité  elles  feront  pareillemeot  fi- 
xées au  moyen  d'un  fiile  femblable  au  précé* 
dent  >  avec  la  troifieme  règle  BD  que  Ton  fe* 
la  de  la  grandeur  de  la  diftance  Ff  des  foyers. 
Il  eft  aifé  de  voir  qiie  les  trois  règles  ainfi 
difpofées  pourront  avoir  une  infinité  de  fîtua- 
tions  différentes.  Si  l'on  met  au  point  P  inter- 
fedion  des  deux  règles  égales  un  ftile  qui  pafle 
*  dans  la  reinure  qui  a  été  pratiquée  à  cet  effet; 
)e  dis  que  ce  poinf  P  décrira  l'ellipfe  demandée 
pendant  le  mouvement  des  règles  autour  des 
foyers. 

Imaginons  qu'elles  ont  aftuellement  la  fitua- 
tîon  repréfentée  par  la  figure ,  Se  que  Ton  ait 
tiré  la  ligne  DF^  les  triangles  BDF,  fFD 
feront  égaux  en  tout,  puifque  les  trois  côtés 
de  l'un  font  égaux  aux  trois  côtés  de  l'autre  ; 
car,  par  conjlruaion  Df^BFScBD^Ff  ^  de 
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]plus  ils  ont  une  bafe  commune  DF  :  donc  en 
ôtant  le  triangle  commun  DPF,  puifqu'ils  ont , 
outre  la  bafe  commune  les  triangles  DPB^ 
FPf  fontauffi  égaux  en  tout;  ainfi  Ton  aura 
FP=DP  :  doncF P+fP=rDf  ou  Aa^,  d'où  il  fuit 
évidemment  que  la  courbe  décrite  eft  une  ellipfe* 
Solution  pouk  l'Hypbrbole.  * 
479.  Cette  folution  revient  à  peu  près  au 
même  cjuc  la  précédente.  On  prendra  deux  rè- 
gles /D  F ,  BFP  chacune  égales  entr'elles  & 
d'une  longueur  injpléfinie.  Sur  Tune  &  Tautrc 
on  fera  deux  trous  jf,  -D;  J8,  F  chacun  diftanc 
l'un  de  l'autre  de  la  longueur  de  Taxe  Aa  ;  le 
rcftc  de  la  règle  fera  percé  dans  toute  fa  lon- 
gueur d'une  reinuré  de  même  largeur  par- 
tout y  dans  laquelle  on  puifle  faire  glifl^r  un 
flile  P  de  même  diamètre,  chacune  de  ces  rè- 
gles fera  fixée  aux  foyers  F,  /par  le  moyen 
d'un  clou  autour  du  quel  elle  pourra  tourner 
&  elles  feront  aflujeties  Tune  à  l'autre  par  une 
troifiéme  règle  BD  qui  fera  de  la  longueur 
de  la*  ligne  Ff  dîftance  des  foyers  de  l'hy- 
perbole ,  Se  qui  leur  fera  jointe  par  des  petites 
goupilles  qui  pafleront  par  des  trous  pratiqués  en 
B  6c  en  D  fur  chacunes.  Si  Ton  imagine  que 
l'on  faflc  mouvoir  ces  règles  ainfi  aflemblées, 
le  ftile  P  placé ,  comme  nous  l'avons  dit, 
daifs  rihtcrfeftion  commune  dts  rêinnres,  dé- 
crira dans  ce  mouvement  l'hyperbole  demandée, 
Poiir  s'en  convaincre,  foit  tirée  la  ligne FD; 
les  triangles  BFD ,  /DF  feront  égaux  en  tout, 
puifque ,  outre  la  bafe  commune  DF,  ils  ons 

Z  iij 


'5  j'f  Be  lu  pefivptlm 

]fcs  côtés  BFy  ^D  égaux  aux  côtés  /!?,  ^t 
doue  le  trianglp  DPFeft  ifocelc,  &  Ton  aura 
ÎP=çPD:  doî?c/P^P/=fDou-4j,  ce  qui 
inontre  évidcromçnç  que  h  courbe  éft  une  hy* 
perbolç ,  puifquç  cette  propriété  eft  la  princi-: 
pale  des  foyers.      Ç.  Q.  F.  D, 

IL  y  auroit  encore  une  ÎQfioité  de  chofes  cu« 

(ieufes  à  expliquer  fur  Ijt,  dçfçription  des  Sec- 

iionscoD^queSi  &quiiie  ^ourroient  manquer 

d'exercer  beaucoup  Te/prit  de  ceux  qui  voa« 

Croient  s'y  appliquçr.  Ci  ïçh,  veut  en  yoîr 

d'avantagé»  on  pourra  recourir  au  grand  trai- 

^é  des  Seâions  coniques  du  P.  G^ÉGonts  ds 

$.  l^jNCJSNr.  On  Y  trouver^  la  folution  d'un 

^çj^plus  beaux  Problèmes  qi^e.  Top  puiâepro? 

pçfçr  fur  les  Seâions  coniques  4  Sç  que  l'on 

pourroit  appellç£  la  Defcrîption  réciptoqw  des 

Seâions  coniques  1,  ç'çft  -  4  -  4jire  »   l'art   de 

de  décrire  uae  Sedion   conique    quelconque 

^éterit^ioét^de  grandeur ,  par  le  moyen  d'une 

)|utrç  ^onnuéo.  aui]^  de  g^ai^deur  &  de  pofition  ; 

çoin^e  fi,  (m  pcopofoit  à^  décrixe  i^nç  ellipfe 

çtu  vjpe  hypçrbpje  9  par  le  moyen  d^ane  pa? 

i^abçlç  donnée,  dk  réciproquement. 

Ceuiç  quii  auront  bien  coippris  ce  qui  pré^ 
çede  ^  qui  joindront  à  cela  unç  connoiffance 
{uffi%tç  de  l'application  de  Faîgebre  à  la  géo- 
çiémç  n  pourrons  aîfémçnjt  trou vçr  les  foluvoni 

H^  ^  ««riçMe  livre  &  de  la  D^çripticn. 


;/ 
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AVERTISSEMENT. 

E  quifuhn^ejîf  pour  ainjî  dire  ^  qu  une 
traduBion  littérale  du  quatrième  livre  des 
Seêlions  oêniques:  du  P.  Deschâlles. 
Je  ne  crois  pas  que  Von  ait^  en  fait  d'élé^ 
ments  fynthétiques^  quelque  chofe  de  plus  clair  que 
ce  qui  a  été  fait  fur  cette  matière  par  ce  fç ayant 
Géomètre.  B  a  débrouillé  dans  cet  ouvrage  le  eahos 
des  coniques  £AppoUfinius  ^  &  renfermé  dam  un 
petit  nombre  de  proportions  fur  chaque  courbe ,  ce 
quil  ejl  abfolument  néeejfaire  de  fçavoin  dans  cette 
partie  y   lor/quon  ne  veut  pas  aller  plus  loin.  On 
fera  peut-être  furpris  que  j'émphie ,  ou  plutSt  que 
tautheur  que  faX  traduit ,   ait  établi  fept  w  Ouït 
théorimes  pour  démontrer  des  propojitions  quife  trou- 
vent démontrées  dans  di  autres  livres  par  un-feul  ; 
niais  je  prie  les  leSeurj.  de ^ faire  attention-,   quen 
fait  de  Géométrie,  lorfqu^w  fuppofe  quelque  chofe 
qui  a  hefoin  iitre  prouvé ,  la  démonjlration  la  plus 
abrégée  par  cette  méthode  ejl  la  moins  complette  ; 
jaijubfiituédans^  cette  traduBion,  comme  dajis  tout 
ce  que  fon  a  vu  ju/quici  ^  les^fignes^  +  Cr  —  4  des 
txprefjîons  verbales  ,  afin  d'augmenter-  la  précifion' 
iu^tabUau  géométrique  ^^  Cr  par^-là  je  diminue  fou-- 
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AVSRTISSEMEN'R 

vmt  la  lof^ueur  des  démanjlrations ,  en  évitant  dé^ 
répéter  deux  Jois  la  même  proportion  j  &  iifpofani 
les  rapports  dont  elles  font  comparées  de  manière 
quon  puiffe  toujours  conclure  du  premier  au  dernier^ 
ce  qui  ne  fe  troupe  pasjî  commodément  dans,  le  uxte 
latin. 

Tai  inféré  y  dans  les  endroits  ou  faicruconptna^ 
hle  y  des  propojitions  intérejfantes  &  qui  peuvent  itrt 
nécèjfaïres  pour  la  folution  des  problèmes  quonpouT" 
roit  propofer  fur   cette  mpxiere  ;   comme  ceux  qm 
auroipit  pour  objet  de  couper  une  JeBion  conique 
déterminée  dans  un  cône  donné.  Je  donne  enfuite 
un  traité  de  la  folidité  des  corps  dont  les  éléments 
croijfent  dans  la  raijon  des  quarrés  des  ordonnées 
â  un  diamètre  d'une  Je Rion  conique.  Je  démontre 
comment  il  faut  s'y  prendre  pour  toifer  lesfeg^ 
ments  Gr  les  feSeurs  de    ces  mimes  corps.   Quoi- 
que je  ne  veuille  point  blâmer  la  méthode  dont  tous 
Us  autres  autheurs  fe  font  fervi  pour  démontrer  h 
folidité  de  Vellipfaidei  je  crois  que  Von  powrra  trou- 
fer  quelque  cbofi  de  nouveau  dant  la  mimne^  en 
ce  quelle  ne  fuppofe point  comme  les  autres  U  cfh 
tature de  lafpkére  qui  eft  elle'-  mime  une  efpéee par- 
ticulière d'elUpfoide  ^  &  qu  aucontraire  la  foÙdité  k 
la  fphere  &  de  toutes  Jes  parties  je  conclad  isune- 
iiatement  de  celle  que  je.  donne  pour  tellîpjeide  : 
elle  a  encore  cet  avantage  quelle  fait  voir  de  qutlk 
mMiere  tellipfe  Gr.  thyperbole  afeSent  les  mima 
propriétés  jujque  dans  lexfolides  qui  tirent  leur  g«- 
Aération  de  ces  courbes.  Après  avoir  donné  la  ai- 
monjlration  jyntkétique  de  la  principale  propofiticn  ^ 
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A  V  E  R  T  I  s  s  E  M  E  N  Tv 

'Jfe  donne  les  opérations  par  algèbre ,  pour  avoir  des, 

formules  plus  générales  &  pour  diminuer  la  longueur^. 

des  démpnjhrations.  Enfin  fai  termirié  par  éxami^^ 

ner  les  courbes  que  Vqnpeut  couper  dans  des  cônoi^^ 

des  quelconques  formés  par  dés  cercles  faits  fur  Ui 

ordonnées  d*utte  feSiion  conique  quelconque.  Cette 

recherche  me  conduit  encore  dé  nouvea^a  aux  courbes. 

qui  font  ajymptotes  les  unes  par  rapport  aux  autres:. 

cette  propriété  qui  navoit  été  conclue  que  par^  in* 

duBion  pour  la  parabole  ^  fe  trouye  démontrée  dans, 

toute  la  rigueur  géométrique*  En  un  mot ,  je  démontre. 

dans  cette  dernière  partie  que  dans  un  conoide  queU 

conque  de  quelque  manière  quon  puiffe  le  couper^ 

les  courbes  qui  en  refulteront  feront  toujours  defim-^ 

£Us  Seêlions  coniques  ;  &  que  toutes  les  courbes  cou-- 

pées  dans  chacun  de  ces  folides  par  dijérents  plans, 

parallèles Jeront  des  courbesfèmblables  y  tf  ajymptotes, 

tes  unes  à  V égard  des  autres  dans^  le  parabolotde  & 

thyperboloide  feulement  f  dans  le  cas  ou  le  plan  cou-', 

vant  efl  parallèle  au  diamètre  du  conoide. 
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DES  SECTIONS  CONIQUES 

CONSIDERE'ESDANSLECONE 

LIVRE   CINQUIEME. 

Ous  allons fHFéfcntemcntconr 
(iderer  dans  le  folide  les  cour-- 
bes  qui  ant  été  lobjet  des  trois 
premiers  livres ,  8c  faire  voîç 
que  ces  courbes  font  précifément  celles  qui  ré- 
fijltent  des  différentes  feftions  d^on  cône ,  ce 
qui  les  a  fait  appcller  en  général  StEtiom  co^ 

Définitions. 
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'48 1#  Si  Ton  imagine  un  cercle  AGE  A 
(Jig.  142  )  dont  le  centre  eft  C^  un  point  S 
placé  au  de^hôrs  du  plan  de  ce  cercle  j  de  une 
ligne  droite  AS,  qui  parcoure  par  fon  extré- 
mité A  la  circonférence  du  cercle  ACB  ;  tan- 
dis que  fon  autre  ext^mité  S  e(l  fixement  atta- 
chée au  point  S;  la  furface  engendrée  par  ce 
mouvement  fera- appellée  Surface  conique\Si[on 


ionfiiérées  2afu  h  Ckt.  Ihrt  V.  *      3  (^| 

Ibppore  la  Ifgne  ^S  proloogée  en  £ ,  elle  dé« 
crira  auffi  une  furface  conique  qui  fera  fem-, 
blable  à  la  première.  Les  deux  enfembles  font 
^ppçlltf es  furfacu  coniques  oppefé^h 

IL 

482.  Le  folrde  renfermé  par  la  furface  ce.-: 
)cu^ue  &  le  cercle  AGE  A  y  eft  appellée  Cent. 

IL 

485.  Le  point  S  placé  comme  nous  Favooff 
fdlC)  cil  le  Sommrr  du  même  cône*. 

IV. 

484.  Une  ligne  droite  menée  du  fommet  S 
)ui  centre  Ç  du  cercle  AGBA  ^  eft  appelléo 
I/axe  du  côpe, 

V. 

48^.  Le  cercle  AGBA  eft  appelle  Bafe  dq 
^ôoe, 

VL 

48  tf;  Si  Taxe  CS  eft  perpjendiculaire  au  phû 
i^  cercle  qui  fert  de  bafe,  le  cône  fera  appelle 
Çôfudrof^  « 

VIL 

487.  Si  le  même  axe  eft  oblique  au  plan 
de  la  bafe  ^  le  cône  fera  nommé  Scaléne. 

488.  N.  B.  Onfuppofera  d^nscequifuitf  qui 
les  cônes  dont  nous  parlerons  font  des  cônes  fcalénes 
ou  obUques,^  afin  de  rendre  Us  démonjîrations  ^lu^ 
générales. 


'^  é^     ^        Des  SeSlcns  Muijué' 

PROPOSITION    t 

5|,85.  Une  ligne  droite  SF  (  Jîg.  145  )  menée 
far  lefommtt  du  cône  &  par  un  point  queletmque 
4e  U  furface  conîfue  ,  e/î  toute  efltierje  dans  cette 
furface. 

DÉtfONsTRJlTION» 

Puîfque  la  ligne  AS  pafle  toujours  par  le 
Ibmmec  S 9  en  décrivanr  la  furface  conique, 
elle  aura  néceflairemenc  deux  points  communs 
avec  la  ligne  SF;  donc  elle  fe  confondra  avec 
elle  ;  donc  la  ligne  SF  eft  toute  entière  dan^ 
h  furface  conique.   Q  Q.  F.  D. 

Co&oLi:.Ai]iK    L 

4po.  Donc  fi  l'on  prolonge  la  ligne  5F d  une 
grandeur  indéfinie  ;  elle  rencontrera  nécefliû* 
tement  le  cercle  AGB  dans  un  point  G  de  fa 
circonférence  ^  puifque  cous  les  points  de  cctcf 
l^conférence»  font  à  la  furface  conique* 

C  o'R  o  L  X.  A I E  h;     il 

'4P  I.  Donc  fi  par  le  fommet  S  on  mené  une 
figne  au  -  de  -  dans  ou  au  -  de  '^  hors  de  la  furface 
conique  ^  elle  fera  toute  entière  au-de-dam  ou 
au-dehors  de  la  mêmefurface  »  &  ne  pourp 
plus  la  rencontrer  en  aucun  point  ;  quand  elle 
îeroit  prolongée  ^à  rinfîni« 
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tenjidérées  dans  le  Céiie;  p^€f 

PROPOSITION     II, 

^492.  Si  ton  coupe  un  cône  A5B  par  un  plan  fui 
paffe  par  le  fommtt  S  j  la  feBionfera  un  triangles 

DiftikôNsTRÂ'rîoK/ 
Qufe  la  fcdion  de  la  bafc  du  du  cône  par  lé 
plan  coupant ,  foît  reprcfentée  par  AG  qui  fer* 
une  ligne  droite.  Par  les  points -4 ,  G  je  mené 
au  lommet  S  tes  droites  AS ,  GS  qui  leron« 
des  lignes  droites  {art.  481  ;  renfermées  dans 
le  plan  coupant;  d'où  il  fuit  évidemment  que 
la  fcâioneft  un  triangle.    C  Q.  F.  D. 

Co&OS.LAIK£. 

49^.  Donc  fi  le  plan  coupant  palTe  par  l'axti 
du  cône j  la  feAion  fera  encore  un  triangle; 
puifque  Taxe  pafTe  nécefTairement  par  le  fom-^ 
met  S  du  cône.  (  art.  484  ) 

PROPOSITION  IIL 

4^4*  Si  une  ligne  droite  F  D  joint  deux  points 
quelconques  D ,  F  de  la  Jurface  conique  9  je  dis 
quelle  ejl  toute  entière  au-de-^dans  du  cône,  &  que:: 
tant  prolongée  elle  pajftra.  au^de^hors. 

DÉHONSTaATIOK. 

Par  le  fommet  S  Se  les  points  F,  D  foîent  me-, 
nées  les  lignes  SD,  SFque  Ton  prolongera  juf- 
qu'à  la  circonférence  du  cercle  ^uijefl  la  bafe 


^?^  Des  SeSions  cofàquû 

du  cône  ;  il  eft  évident  que  la  ligni  ^G  fàt 
au*de-daûs  du  cercle ,  &  que  la  feâion  GSA 
fera  un  triangle  ;  celapofé,  puifque  les  côtés 
du  triangle  font  renfermés  fur  la  furface  co- 
nique^ le  triangle  fera  àu-de-dans  du  cône  de 
'  partant  la  ligne  DF  fera  auili  au-de-dans  du 
même  cône.  C«  Q.  F.  D. 

P  RÔPOSITIOK    ÏVv 

Théorèmx. 

49  $  *  SH'oh  àieneparalléUment  â  la  lajt  au  tnah'^ 
|fk  par  Vaxt  des  lignes  droites  comme  DI  ;  je  dis 
qu  elles  feroru  coupées  en  deux  également  par  Vaxe^ 
&  quelles  feront  tntr'ella  comme  leurs  difiàficù  «li 
fommet  S  du  cône. 

DéMôNstnATtoir; 
<^uelé  triangle  ASB  foit  la  commune  feâîott 
4Ju  cône  &  du  plan  qui  pafTe  par  Taxe  »  fur  la- 
quelle ic  trouve  la  ligne  DI  coupée  par  le  mè^ 
mè  axe  au  point  L.  Puifque  cette  ligne  eft  pà' 
rallele  à  la  ligne  AB ,  les  triangles  ACS,  DLS^ 
BCSj  ILS  feront  femblables  ôc  donneront 
CS:LS:.AC:DL  &  CS:LS::BC:LI 
donc  AC:DL::BC:Ll  Se  partant  DL^LI^ 
puifque  BC=AC.   C.  Q.  F.  D. 

PROPOSITION     Vi 
Tir  £oR£Éi£é 

\  4P  6.Si  ton  coape  un  cône  pat  un  plan  paraUek  à  fi 

\  hajcf  laJtBion  fera  u^  cercle  ^    dont  le  centre  Je 

trouvera  fur  Vaxe  du  mime  cône. 


\ 
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tmfiàérifsi  iâtls le  Cène.  Livre  V.      ^6j 

D  É  M  6  N  s  t  *  À  1 1  O  K; 

Soît  le  cône  ASB  (fig.  144)  coupé  J)ar  lé 
jpilan  DKE  parallèle  à  fa  bstfej  je  dis  que  la 
figure  DKED  qui  réfulte  de  cette  feftion,  eft 
un  cercle  donc  le  centre  eft  en  F  fur  Taxe  CSh 

Pour  le  prouver,  imaginons  que  le  cône  eft 
encore  coupé  par  un  plan  quelconque  (XtSf 
qui   paflfe  par  Taxe.   Les  droites  CG  ^  EK 
dans  lefquelles  ce  plan  coupe  les  plans  paral-<^ 
leles  ÀGB ,  DKE  leront  parallèles  entr'elles 
ainfî  que  les  lignes  DE^  ^£  qui  repr éfentent 
lés  feâions  des  mêmes  plans  parallèles  par  le 
triangle  ÀSB.  Donc  les  triangles  ACS^  DES; 
G  es  ^  KFS  feront  femblables  &  donneront 
'AC:DF::CS:FS8cCS:FS::CG:FK^ 
donc  AC  :  DF:  :CG:FK;  mais  puifque  la  bafe 
eft  un  cercle  dont  le  point  G  eft  le  centre  ^ 
AC=CGi  donc  r>F=FK;  dou  il  fuitclai- 
rement  que  la  fe£tion  DKÈ  eft  un  cercle  qui 
a  pour  centre  le  point  F  de  Taxe ,  puifque  tou- 
tes les  lignes  menées  de  ce  point  à  la  circon: 
fércnce  font  égales  entr'elles,  C.  Q,  F,  D. 

L  E  M  M  R 

45^.  Si  dans  une  figure  curyiligne  AEÏDB 
(Jîg,  I4y  )  les  perpendiculaires  EG  ^  DF  â  une 
droite  ÂB  menée  au-de^dans  de  cette  figure ,  font 
telles  que  leurs  quarrés  joient  égaux  aux  reBan^ 
gles  AG  X  GB  ou  AF  x  FB  des  parties  dé  cette 
ligne  i  la  figure  fera  un  séTcle* 
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Soit  divîfée  la  ligne  AB  en  deux  paiement 
len  C  Ôc  foîent  menées  de  ce  point  les  lignes 
CD ,  CE  aux  extrémit4;  des  perpendiculaires 
DP,  EG;  à  catife  du  triangle  reôangle  CDF 
on  a  Df* = CD*  ~  CP  ;  &  par  kyp&thefe  DF^= 
jiFxFB  ou  par  le  Lernmt  fondamental  CÈ^—CP-  : 
doncCD*-^CP=r^CB*-CPi  d'où  il  fuit  que 
CD=CE  ;  &  partant  la  figure  efl  un  cercle. 
C.  Q.  F.  D, 

•  45>8.  M  B.  Comme  bn  parle  fou  vent  du 
triangle  par  Taxe  ;  pour  une  plus  grande  prc- 
cifîon  ,  il  eft  bon  de  connoître  les  pofitions 
que  ce  triangle  peut  avoir  à  Tégard  de  la  bafe 
du  cône  dans  un  cône  oblique.  On  remarquera 
donc  que  de  tous  les  triangles  par  Taxe  que  Voà 
ipeut  mener  dans  un  cône  fcaléne ,  qui  font 
en  auifi  grand  nombre  qu'il  7  a  de  points  dans 
la  demi  -  circonférebcc  de  la  bafe  de  ce  cône, 
il  n'y  en  a  qu'un  feul  qui  puifle  faire  angle 
droit  avec  cette  bafe.  Pour  le  déterminer^ 
voici  ce  qu'il  faut  faire.  Du  fommet  S  du  cône 
(  Jig.  143  )  on  abaiflera  une  perpendiculaire 
SK  fur  la  bafe  AGB ,  par  le  centre  C  &  le 
point  K  on  mènera  le  rayon  CKB,  il  efl  évi- 
dent que  le  triangle  CKS  fera  perpendiculaire 
à  la  bafe  AGB  >  à  caufe  de  la  perpendiculaire 
SK  ;  donc  le  triangle  ASB  qui  n  eft  que  le 
prolongement  de  celui  -  ci ,  fera  auffi  perpen- 
diculaire à  la  même  bafe  9  Se  de  plus  il  fera 
le  feul  triangle  par  Taxe  qui  puiiTe  avoir  cette 
propriété 9  parce  que  d'un  point  Son  ne  peut 

abaifler 


eonjîdéréts  àarult  Cône  Livre  V.  ^69 
abaîffer  qu'une  feule  perpendiculaire  à  un  plan 
&  que  par  deux  lignes  SK ,  &L  on  ne  peut  faire 
paffer  qu'un  feul  plan.        i 

PROPOSITION    VL 

T  H  à  O  Et  Ê  M  E. 

49P.  Si  Von  coupe  un  coneJcateneASB  (fïg.  1^6) 
par  un  plan  DHE  perpendiculaire  au  plan  du  trian-- 
gle  par  Vaxe  ASB ,  que  Confuppofe  aujji  pcrpenaicu^ 
taire  à  la  bafe  dé  ce  cône  y  de  manière  que  la  /'g/2e  DE 
commune  feSion  du  triangle  par  l'axe  &  du  plan 
DEH  qui  lui  ejl perpendiculaire ,  fûjfe  avec  le  coté  SB 
un  angle  DES  égal  à  l'angle  SAB;  laftSion  qui  en 
réfuUerafera  un  cercle.       • 

Démonstration; 

Par  un  point  H  de  la  furface  conique  &  du 
plan  DHE ,  j'imagine  une  droite  Hl  perpen- 
diculaire à  la  ligne  DE  :  il  eft  vifible  que  cetto 
ligne  fera  renfermée  toute  entière  au-de-dans 
du  plan  coupant  DHE.  Par  cette  ligne  Hi  je 
fais  paffer  un  plan  GHF  qui  coupe  le  triangle 
par  l'axe  dans  une  ligne  FlG  parallèle  à  la  bafe 
AB  du  même  triangle  ;  la  nouvelle  fcdion  fera 
un  cercle  ,  comme  on  Ta  démontre,  puifquc  îe 
plan  FHG  eft  paullele  à  la  bafe;  l'une  &  l'autre 
étant  perpendiculaires  au  triangle  par  l'axe.  Cela 
pofé ,  à  caufe  du  cercle  GhF^  on  aura  HP=:Flx 
J  G  i  relie  à  faire  voir  que  l'on  aura  auflî 
HP  =  DIxlE.  Les  triangles  ASB,ESD  font 
femblables,  puifqu'ils  ont ,  outre  l'angle  com- 
rnun  en  S,  l'angle  A  3c  l'angle  E  égaux  /  par 
conJlruSion).  Les  triangles  DIF^  GlE  feront 
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auflî  fcmblables  par  la  même  raifon»  puifqac 
rangic  GEI  de  l'uneft  égal  à  l'angle  DFI  de 
Tautre,  à  caufe  des  patzllclesAB^FG,  &  que  les 
angles  en  I  font  oppofés  au  fommet  :  donc 
on  aura  la  proportion  Dï  :  IF  ::  IGiIE  y  d  où 
l'on  tire  Dix  i£  =  iFxIG  =  Hr.  CQ.F.D. 

Définition. 

j  00.  La  feftîon  DEHeft  appelIée/iK-can/rtf îrf> 
&  Ton  dit  dans  ce  cas  que  le  cône  ASB  eft  cou- 
pé par  le  plan  DHE  fou^contraîrement. 

PROPOSITION     VIL 

T  ff   £  b  K    É   M    M. 

501.  Toute  ligne  comme  FH  menée  d*un  pins 
T  de  la  furface  conique  à  un  autre  point  Wiela 
mime  Jur face  j  parallèlement  à  une  ligne  DE  per- 
.  pendiculaire  à  la  baje  du  triangle  par  Vaxe^  rencontre 
le  plan  de  ce  triangle  ,  &-  ejl  coupée  en  deux  égale- 
ment par  Uplan  du  même  triangle,  (fig.  147  )• 

Démonstration. 

Par  le  point  F  de  la  furface  conique  &  le 
.  fommet  S,  foit  menée  la  ligne  iSF,  qui  rca- 
contrera  la^  circonférence  de  la  bafe  dans  un 
point  1  (  art.  490  )  du  quel  on  mènera  la  droite 
IKL  perpendiculaire  à  la  bafe  AB  du  trian- 
gle ^SjB  ,  &  par  conféquent  parallèle  aux  li- 
gnes FGy  DE  ;  enfin  par  le  fommet  S  &  les 
points  K'^  L  foîent  encore  menées  les  lignes 
SK,  SL.  Cela  pofé;  puifque  la  ligne  IKL 
rencontre  le  plan  du  triangle  par  Taxe  dans 
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un  point  K  de  la  ligne  SK  ;  fa  parallèle  TGH 
rencontrera  néceflairement  la  même  ligne  SK 
dans  un  point  G;  <Sc  comme  cette Jigne  SK 
eft  la  commune  feftion  du  triangle  par  Taxe 
ASB  Ôc  du  triangle  ISL ,  il  s'en  fuit  que  la 
droite  IGH  rencontre  le  mêpie  plan  dans  un 
point  G.  2^.  Elle  eft  coupée  en  deux  égale- 
ment par  la  même  ligne  S^,  ou  par  le  plan 
du  triangle  par  Taxe;  car,  f)ui(que  les  lignes 
IKL^  FGff  font  parallèles,  les  triangles  iiC5, 
FGS;  L/CS,  HGS  feront  fcmblables  &  donne- 
ront IK:FG::KS:GS  Se  KS:GS::KL:GH  ; 
donc  IK  :  FG  ::  KL  :  GH;  mais  IK  ^  KL ,  puiG 
que  la  ligne  I K  L  crt  une  double  ordonnée 
au  diamètre  AB  i  donc  auffi  hG^GH,  On 
démontrera  la  même  chofe  de  toute' autre  li- 
gne prife  à  volonté  &  parallèle  à  DE.  Donc  le 
triangle  par  Taxe  coupe  toutes  ces  lignes  ca 
deux  parties  égales,  C.  Q.  F.  D. 

PROPOSITION    VIIL 


H  EOK  E  M  E. 


Ç02.  Suppojant  toujours  le  triangle  par  taxe 
ASB  {fig-  148  )  qui  coupe  un  cône  quelconque 
ADBS  l  jî  on  coupe  le  mime  cent  par  un  autre  plan 
DEFa  de  manière  que  la  commune  feâlion  DGF  de 
ce  plan  avec  la  bafe  du  cânejoit  perpendiculaire  à 
la  bafe  AB  du  triangle  par  l'axe-,  lafeFcion  EG 
du  triangle  avec  ce  nouveau  plan  ,  coupera  en  deux 
parties  égales  toutes  les  lignes  comme  H  K  par  ail?  • 
les  à  lafeSion  DFde  la  bafe  par  ce  mime  plan  DEF. 

A  aij 
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Demonstatriok. 
Par  la  propojîtlon  précédente ,  la  ligne  HIK  pa- 
rallèle à  une  ligne  D  F  perpendiculaire  à  la 
bafe  du  triangle  par  Taxe  rencontre  ce  même 
triangle ,  &  par  conféquent  fe  trouve  dîvîfée  ca 
deux  également  :  mais  cette  ligne  étant  prîfe 
dans  le  plan  DEFne  peut  rencontrer  le  trian- 
gle ,  que  dans  la  commune  feâion  EG  ;  Se 
comme  on  démbntrera  la  même  chofe  de 
toute  autre  ligne  prife  dans  le  même  plan  ; 
il  s^en  fuit^que  toute  ligne  parallèle  à  la  per- 
pendiculaire FD  &  comprife  dans  le  même 
plan  fera  divifée  en  deux  égaleirient  par  la 
commune  feftion  du  triangle  par  Taxe  &  du 
plan  DEF  ;  pourvu  que  cette  ligne  foit  ter- 
minée de  part  &  d'autre  à  la  furface  conique» 
C  Q-  F.  D. 

S  C  H  O  L  I  E. 

J03 .  Si  le  triangle  par  Taxe  fait  angle  droit  avec 
le  plan  de  la  bâte  du  cône ,  la  ligne  DG  prife  fur 
cette  bafe  efl  perpendiculaire  au  plan  du  triangle 
par  Taxe,  &  partant  la  ligne  HI  parallèle  à  la  pre- 
mière fera  auflS  perpendiculaire  au  même  trian- 
gle;donc  elle  fera  perpendiculaire  à  la  commune 
feftion  EIG  du  triangle  par  Taxe  &  du  plan 
DEFdans  lequel  elle  fe  trouve,  Ce-ci  ne  peut 
arriver  que  dans  un  feul  cas ,  lorfque  le  côae 
efl  oblique  {art.  498);  au  lieu  que  cela  arri- 
vera toujours  dans  un  cône  droit ,  parce  que 
tout  triangle  par  Taxe  eft  perpendiculaire  à  la 
bafe  de  ce  cône*  On  verra  dans  la  fuite  Ta  van- 
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tagé  qu'il  7  a  de  prendre  un  cône  oblique»  pré- 
férablemenc  au  cône  droit,  ôc  de  prendre  en- 
core  dans  celui  -  ci  un  triangle  par  Taxe  quel* 
conque  oblique  à  la  bafe»  afin  que  les  pro- 
priétés des  ferions  coniques  fe  trouvent  dé- 
montrées tout  d'un  coup  par  rapport  à  un  dia-^ 
mètre  quelconque. 

Il  faut  auffi  biea  remarquer  que  cette  pro- 
pofition  cft  encore  vrayc ,  fi  le  plan  DEF  fe 
trouvoit  difpofé  de  manière  qu'il  coupât  le  plan 
de  la  bafe  fur  fon  prolongement  &  au-de-hors 
du  cône. 

DEFINITION. 

504.  La  ligne  EG  qui  divife  en  deux  éga- 
.  lement  toutes  les  lignes  parallèles  à  VF  Se  ren- 
fermées dans  le  plan  DEF  eft  appeilée  diamètre 
de  la  feâion  conique  formée  par  le  même 
plan. 

PROPOSITI  OiN    IX. 

ThÂOMJSM£. 

joy.  Si  I«  diamètre  EG  d'une feSim  quelconque 
(fig.  149  )  eft  placé  de  manière  quil  ne  puijfe  cou- 
per  Vautre  coté  du  cane  entre  lejommet  S  Se  la  bafe 
AB  du  triangle  par  Vaxe  j  la  feSicn  DEF  pourra 
être  prolongée  à  t  infini. 

Démonstration. 
On  fuppofe  ici,  comme  dans  toute  la  fuite 
du  livre,  que  la  feftion  conique  a  les  deux  con- 
dirions  fui  vantes  ;  lo.  Que  le  cône  cft  coupé 
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par  Taxe ,  quelque  foit  Tangle  dq  triangle  par 
Taxe  avec  la  bafe  ;  a».  Qu'il  eft  encore  coupé 
par  un  autre  plan  dont  la  ligne  de  commune 
fedtion  avec  la  bafe  du  cône  eft  perpendicu- 
laire à  la  bafe  du  même  triangle  par  Taxe; 
en  outre ,  dans  le  prcfent  théorème,  je  veux  que 
le  diamètre  EG  de  la  feâion  DEF  foit  difpofé 
de  manière ,  qu'il  ne  puiffe  rencontrer  l'autre 
côré  SB  au-deflbus  du  fommct  ;  mais  qu'il  lui 
foit  parallèle ,  ou  qu'il  fafTe  avec  le  côté  SA 
un  angle  AEG  plus,  petit  que  l'angle  A  SB. 
Cela  pofé  ,  il  eft  aifé  de  démontrer  que  dans 
ces  deux  derniers  cas  y  la  fedion  peut  être  pro- 
longée à  l'infini.  Imaginons  que  l'on  ait  pro- 
longé la  ligne  EG^Ci  loin  qu'on  voudra ,  & 
qu'en  même  temps  le  cône  &  le  plan  coupant 
s'allongent  à  l'infini  :  par  un  point  quelconque  I 
de  la  ligne  EG  foit  nftenée  la  droite  JilK  pa- 
rallèle à  DF^  MIL  parallèle  à  ^B:  il  eft 
évident  que  le  plan  qui  pafTera  par  ces  deux 
lignes  fera  parallèle  à  la  bafe  ADB  du  cône, 
ôc  fera  par  conféquent  un  cercle.  Dooc  les 
points  H ,  K  feront  en  même  temps  dans  la 
furface  .conique  Se  dans  le  plan  £JFD  ;  doà 
il  fuit  que  la  feâion  pourra  être  prolongée 
apflî  loin  qu'on  voudra,  C.  Q.  F.  D.  • 

PROPOSITION    X. 

TiréORSMS. 

^06.  Suppofant  toutes  chofes  comme  dans  la  pro* 
prjîtion  précédente  ^  avec  cette  dij^érence  que  le  plan 
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du  triangle  far  Vaxe  eft  perpendiculaire  à  la  hafe 
du  cône  &  que  le  diamètre  DE  (Jig.  1^0)  de  la 
feSion  coupe  les  deux  côtés  du  cône ,  fans  être  paraU 
lele  à  la  baje,  ou  pofi  foucontrairement  ;  je  dis  que 
la  feSion  ne  peut  pas  être  un  cercle^ 

Démonstkatiok. 

Par  un  point  quelconque  /  du  diamètre  de  la 
fcftion ,  je  fais  paffer  une  droite  FIG  paral- 
lèle à  la  bafe  AB  du  triangle  par  Taxe  ;  par 
cette  ligne  je  fais  pafTer  un  plan  parallèle 
à  la  bafe  du  cône,  dont  la  commune  feftion 
avec  le  même  cône  fera  un  cercle,  (  art.  ^<fi)y  8C 
dont  la  ligne  de  commune  feftion  avec  le  pre- 
mier plan  coupant,  fera  la  ligne  HlK  per- 
pendiculaire à  la  droite  FIG.  Si  la  courbe  DHEK 
étoit  un  cercle ,  on  auroit  Hl^=DIxIE  ;  &  par- 
ce que  la  feftion  FKGH  eft  un  cercle ,  on  a 
Hr=^FIxIG',  donc  on  auroit  DIxIE=FIxIG, 
d'où  Ton  tire  cette  proportion  DI:  1G::FI  :  lE; 
ainfi  les  triangles  DIF,  GlE  feroient  fembla- 
bles  &  partant  à  caufe  de  Tanglaen  E  qui 
feroit  égal  à  l'angle  en  F,  dans  le  cas  préfent  la 
fcftion  feroit  fou-contraire  ;  ce  qui  eft  contre 
Thypothefe.  Donc  la  feftioa  ne  peut  pas  ^tre 
un  cercle,     C.  Q.  F.  D. 

Il  faut  bien  remarquer  que  dans  cette  propo- 
fition  on  fuppofe  que  le  triangle  par  Taxe  fait 
angle  droit  avec  le  plan  de  la  bafe  du  cône.  Car 
dans  tout  autre  cas  lor&  même  que  la  feâion 
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feroit  fou-contraire ,  la  courbe  ne  feroit  pas  un 
cercie,  parce  gue  les  ordoonées^^e  feroientpas 
angle  droiçaveç  la  bafe. 

PROPOSITION     XI. 

T  H  £0  R  È  M.£. 

507.  Si  le  diamètre  EG  de  laJeSion  (Jîg.  i  Ji  ) 
tfi  parallèle  au  côté  SB  du  cône ,  la  courbe  DEF  fera 
une  parabole, 

Dém  onstration. 

On  fuppofe  toujours  que  le  cône  ASB  cft 
coupé  pîir  Taxe,  quelque  (bit  l'angle  que  faîtlc 
plan  ASB  avec  celui  de  la  bafe.  On  fuppofe 
eucpre  qu'il  cft  coupé  par  un  autre  plan  DEF 
tel  que  la. commune  feftion  DGF  de  ce  fécond 
plan  avec  la  bafe  foit  perpendiculaire  à  la  bafe 
du  triangle  par  l'axe ,  &  que  le  diamètre  EG 
foit  parallèle  au  côté  SB  du  cône,  ou  pour 
mieux  dirc^  du  triangle  par  Taxe.  Cela  pofé, 
par  UD  point  K  quelconque  du  diamètre  de  la 
feâion,  je  mené  une  ligne  NKO  parallèle  à 
la  bafe  AB^  &.une  ligne  IKL  parallèle  à  la 
ligne  DEF.  Puifquc  les  lignes  AB.  DF  (ont 
toutes  deux  dans  la  bafe»  le  plan  NIOL  qui 
paflera  par  leurs  parallèles  NO^  IL  fera  pa- 
rallèle à  la  bafe;  &  par  conféquent  un  cercle 
dont  la  ligne  IK  cft  une  ordonnée  :  donc 
IK'^  NKxKO;&dtmèmtDG^r=.AGxGB; 
d'où  l'on  tire  cette  proportion 
IK^iDG'^  ::  NKxKOiÀGxGB;  mais  à  caufe  des 
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parallèles  SB,  GE»  les  droites  KO,  GB  font 
égales ,  puifqu  clle5  font  parallèles;  conftruSion  : 
donc  I  en  divifont  le  dernier  rapport  par  ces 
mêmes  lignes,  iK*  :  DG*::A^K:  y4 G  &à 
caufc  des  triangles  femblables  ENK ,  EAGi 
NK:AG ::  EKiEG ,  donc  IK^iDG'  ::  EK:EG; 
d'où  il  fuit  évidemment  que  la  feâion  eft  une 
parabole ,  puifque  dans  cette  courbe  les  quarrés 
des  ordonnées  »  font  comme  les  abfciiles  cor* 
refpondantes.  C.  Q.  F.  D. 

COKOLLIARE    T. 

ço8.  Donc  cette  courbe  a  toutes  les  proprié- 
tés que  nous  avons  démontré  en  la  confia 
dérant  hors  du  cône  ,  &  décrite  fur  un  plan. 

Corollaire    II. 

Ç09.  Si  Ton  fait  cette  proportion  EK  :  IK:: 
IK.PMy  cette  jeme.  proportioaelle  fera  le  pa- 
ramètre la  courbe  y  car  de  cette  proportion  ou 
tire  lK^=:=EKxPÂÎ.  Je  dis  de  plus  que  le  quar- 
ré  de  toute  autre  ordonnée  DG  fera  égal  au 
reâangle  de  fon  abfcifTe  par  le  même  para«- 
metre.  Car ,  par  la  précédente  propojîtion , 
IK'iDG^  ::  EK.EG  ::  £KxPAf:EGxPM.  Mais 
1K'=  EKxPM  :  donc  DG*  =  EGx PM. 

PROPOSITION    XIL 

Th  MO  R  JS  m  £• 

510.  Dam  la  parabole  ^  le  paramètre  PM  ejl 
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fafle  pafTer  une  ligne  FS  ;  je  dis  que  cette  fi^ 
gne  pafTera  par  les  foyers  de  toutes  les  paraboles 
parallèles  à  la  première  :  car  on  a  vu  dans  le 
premier  livre ,  que  toute  foyer  de  parabole  cft 
éloigné  du  fommec  de  cette  courbe,  du  quart 
du  paramètre  de  Taxe  de  la  même  courbe;  donc 
fi  les  points  F,  /  font  les  foyers  des  paraboles 
repréfcntées  par  ces  feftiôns  ;  ils  feront  défi- 
gnés  par  -^  P  &  -^  /? ,  en  fuppofaat  que  lei 
paramètres  entiers  font  P  &  pi  &  comme  » 
par  le  corollaire  précédent  f  les  paramètres  font 
proportionels  aux  lignes  ES^  HS;  on  aura 
EF:  Hf::  ES  :  HS;  mais  à  caufe  des  triangles 
femblables  S£F,  SHf  on  aura  auffi  la  même 
proportion,  d'où  il*  fuit  évidemment  que  le 
point  /  eft  le  foyer  de  la  parabole  GHL 

Corollaire    IV. 

y  14,  On  peut  encore  énoncer  le  dernier  co- 
rollaire d'une  mariiére  plus  générale ,  comme 
il  fuit  :  fi  par  le  fommet  S  d'un  cône  quelconque 
&  un  point  quelconque  d'une  parabole  coupée 
dans  ce  cône ,  on  fait  pafiec  une  ligne  droite  ; 
cette  ligne  paffera  par  tous  les  points  fem- 
blablement  placés  dans  toutes  les  paraboles 
imaginables ,  parallèles  à  la  première;  Se  ré- 
ciproquement ,  fi  une  ligne  quelconque  paflc 
par  deux  points  femblablement  placés  de  deux 
paraboles  dififérentes  parallèles  entr  elles  y  elle 
paffera  néceffairement  par  le  fommet  du  cône 
dans  lequel  elles  ont  été  coupées. 
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C  O  R  O  L  L  A  I  &  £       V. 

51J.  Il  fuît  delà  que  Ton  pourra  toujours 
couper  aifémcnt  dans  un  cône  une  parabole 
dont  le  paramètre  de  Taxe  foit  donné ,  de 
quelqu'efpece  que  foit  le  côhe  propofc,  droit 
ou  oblique.  Il  faudra  commencer  par  trouver 
le  triangle  par  Taxe  dont  le  plan  foit  perpen- 
diculaire à  celui  de  la  bafedu  cône;  enfuice 
on  fera  cette  proportion  ^SxSB  :  AE^  ::  P  eft  à  ' 
un  quatrième  terme  ,  qui  ^  fera  la  diftance  du 
fommci:  du  cône  au  fommet  de  la  parabole  de- 
mandée &  déterminée  fur  le  triangle  par  Taxe 
que  Ton  a  fuppofé  perpendiculaire  au  plan 
de  la  bafe. 

PROPOSITION    XIII. 

Tl  H  ioKÊM  E. 

^16,  Si  U  diamètre  de  la  feUion  (Jig.  iS3  ) 
cQupe  Us  deux  côtés  du  triangle  par  l'axe  entre  le 
Jommet  &•  la  bafe  du  mime  triangle ,  la  courbe Jera 
une  ellipfe  ;  pourvà  que  le  triangle  ASB  ne  foit 
pas  femblable  au  triangle  ESD  ;  Jeulement  dans  le 
cas  où  le  plan  du  triangle  par  Vaxe  eft  perpendiculaire 
au  plan*  de  la  baje  du  cône. 

Démonstratiok. 

Par  deux  points  quelconques  G,  ^  de  la 
fcâion ,  on  mènera  des  lignes  PGO ,  MKN 
parallèles  à  la  baze  du  triangle  par  Taxe,  Se 
par  ces  lignes  on  imaginera  des  plans  OIP^  MIN 
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paralleks  au  plan  de  la  bafe ,  qui  feront  par 
cx)nféquent  des  cercles  (  an,  496) ,  dans  lefquels 
on  tirera  les  droites  FG ,  IK  perpendiculaires 
aux  lignes  ÔP,  MN ,  Se  par  confcquent  or- 
données à  ces  naêmes  diameires.  Gela  pofc, 
par  la  propr^éré  des  cercles ,'  on  a 
IG'=OGxGP  8c  lK^  =  MKxKN,  3c  k 
caufe  des  triangles  femblables  DGO ,  DKAî^ 
£GP,  EKNi  on  aura  pour  les  deux  premiers 
DG:DK::OG:MK  , 
Se  pour  les  féconds  E  G  :  EK  :  :  G  P  :  KN, 
donc  en  multipliant  par  ordre 
DGyEG:DK'xEK::OGxCP:MKxKN;kc^ure 
descerc.  OFP.MIN,  OGxGPiiMKxKN.FG'dG^ 
donc  on  aura  inverten.  FG^.lK^uDGxEGiDKx 
EK.  D'où  il  fuit  que  la  courbe  eft  une  ellipfe, 
puifque  les  quarrés  des  ordonnées  font  entr'eux 
coftme  reftangles  de  leurs  abfciffes.  C.  Q.  F,  D. 

B  E  M  A   R    Q    U    E- 
JI7,  Si  la  feftion  éroit  fou-contraire,  Ic^ 
les  triangles  DGO  y  £GPferoient  femblables, 

6  par  conféquent  les  rcflargles  DGxGE  3c 
OGxGP  feroient  égaux  ;  donc  le  quarré  de 
l'ordonnée  FG  fcroit  êjjcl  au  rcftaugle  de 
OGxGPi  8c  partant  -a  couri  e  fera  un  cercle  ;  fi 
la  même  ordonnée  fait  angle  droit  avec  fondîa 
mètre,  ce  qui  ne  peur  arrixerque  dans  le  cas  où 
Je  triangle  par  Taxée  fl  perpendiculaire  au  plan  de 
la  bafe  comme  nous  en  avons  déjà  averti. 
Ainfi  dans  le  cône  droit  toute  feftion  fou-con- 
traire donnera  des'cercles,  parce  que  tous  les 


conjiiéries  dans  le  C6ne.  Livre  V.  jS  J 
triangles  par  Taxe  font  perpcnculaîrcsà  la  bafe; 
&  dans  les  cônes  fcalenes,  il  n'y  aura  qu'un  feul 
cas  où  cela  pafle  puiffe  arriver  ^  parce  que  nous 
avons  démontré  qu'il  ne  peut  y  avoir  qu'un 
triangle  par  Taxe  perpendiculaire  à  la  bafe. 
Dans  les  autres  triangles ,  les  feftions  fou-con- 
traires donneront  dès  ellipfes  dont  les  diamètres 
conjugués  feront  égaux, 

PROPOSITION    XIV. 

Théorêmm. 

y  1 8. t7«e  lignt  RS  (jÇg.  i  j  ^  )  parallèle  aux  ordon^ 
nées  qui  divije  le  diamètre  DE  en  deux  également  ^ 
ejl  le  diamètre  conjugué  au  premier ,  £r  de  plus  Us 
ordonnées  FG ,  IK  également  éloignées  du  diamètre 
^Sjont  égales  entr*  elles. 

Démonstration. 

La  ligne  RS  étant  parallèle  aux  ordonnées, 
fera  elle-mcme  une  ordonnée;  Se  comme,  par 
la  propojîtion  précédente  ^  les  quarrés  de  ces  lignes 
font  entr'eux  comme  les  reAangles  de  leurs 
abfcifles,  le  reâangle  DS  par  ES  fera  le  plus 
grand  de  tous  :  puifque,  par  hypothefe,  le 
diamctre  DE  eft  coupé  en  deux  également  au 
point  S;  donc  auffi  la  ligne  RS  fera  la  plus 
grande  ordonnée  y  Se  partant  le  diamètre  conju- 
gué au  premier.  C.  Q.  F.  D. 

2^.  Les  ordonnées  également  éloignées  du 
point  S  font  égales  y  puifqu'elles  font  comme 
les  reâangles  DK  x  KE ,  DG  x  GE  qui  font 
égaux.   C.  Q.  F.  2®.  D. 
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Corollaire 
y  1 9.  Il  fuit  de- là  que  rdlipfc  qu'on  eoupe  datii 
le  cône  eft  précifémcnt  celle  que  nous  avons 
examiné  fur  un  plan  daus  le  fécond  livre ,  &  Ton 
voit  par  -  là  que  cette  courbe  eft  une  courbe  fy- 
métriquCjContre  Tidce  de  certaines  perfonnesqui 
s'imaginent  qu'elle  doit  être  plus  arroridic  vers 
le  bas  du  cône  que  vers  le  fommet ,  parce  que  le 
cône  va  toujours  en  s'élargiflfant  de  haut  en  bas. 

PROPOSITION    XV. 

T  tif'i  O  RE  M  £* 

j 

J20.  Sx  Von  mené  par  le  fommet  S  d'un  c:ns 
ASB  une  ligne  SK  (Jîg.  154-)  paraVtlt  au  dU* 
mètre  de  la  jeBion  DLE ,  jufquà  ce  quelle  ren- 
contre  la  bafe  du  triangle  par  l'axe  prolongée  au- 
tant  qu  il  fera  néccffaire  en  K,  &  qu  on  fafje  cette 
analogie  SK*  :  AK  x  KB  ::  DE  :  EH  ;  ce  quatrié- 
me  terme  fera  le  paramètre  du  diamètre  DE. 

Démonstration. 

Puîfque  la  courbe  eft  une  ellipfe ,  od  au- 
ra ,  ea  fuppofant  PM  ordonnée  au  diamètre 
D  E  3c  LCI  conjugué  au  mêi-ne  dîameirc  , 
EMxMD:PM'::DE^:LI\  Se  parce  que  h 
ligne  EH  eft  fuppofée  le  paramètre  du  dia- 
mètre DE  y  on  aura  DE\LP::DE:EH  DotK 
£Mx  MD  :  PM  *  ::DE:  EH.  Ainfi  pour  dé- 
montrer que  la  ligne  EH  déterminée  comme 
onlefufpofe,  eft  réellement  le  paramètre  du 

diamètre 
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dîamctre  DE  j  il  fuHîra  de  l'aire  voîr  que  , 
SK^  :  AKxKBi.EM x  MD  :  PM\ Cela  pofé ; 
à  caufe  des  triangles  femBlables  ASK ,  EMN ^ 
qui  font  formés  avec  un  à^s  côtés  du  iriaftgle 
par  Taxe  ic  des  lignes  parallèles  à  la  bafe  du 
même  triangle ,  on  aura  SK  :  AK  ::  EM:  MJV^ 
&  à  canfc  des  triangles  femblables  SKB ,  DM0 , 
on  aura  pareillement  SK-KB  :;  DM:MO  ;  donc 
en  multipliant  ces  deux  proportions  termes  par 
termes,  il  viendra  SK'  lAKxKB  r:  EM  x  DM 
iMNxMO,  w^isMNxMO^PM^  ainfî 
en  fubftituant ,  il  viendra  SK'  :  AK  x  KB  :; 
EM  X  DM  :  PM'.  D'où  il  fuir  évidemment  que 
la  ligne  EH  déterminée  par  cette  proportion 
cft  le  paramètre  du  diamètre  DE.   C,  Q.  F.  D. 

COROLLAIKB      I. 

52  ï,  Puifquc  SK'.AKxKB  ::  DEiEH,  il  fuîc 
de-làque Ion  aura  auffi SK':AKxKB::DE':LP 
c'eft  à-dire  que  le  quarré  de  la  ligne  SK  menée 
par  le  fommet  du  cône  danis  le  plan  du  triant 
gle  par  Taxe  ^  Se  parallèle  ^u  diamètre  de  la 
fedion ,  eft  au  redangle  des  parties  de  la  bafe 
dû  triangle  par  Taxe ,  prolongée  autant  qu'il  eft 
néce(raire;comme  le  quarré  du  diamètre  DE  e(l 
au  quarré  de  fon  conjugué. 

Co&OLLAIES      IL 

f  42.  îl  fuit  encore  de-là  que  Ton  a  EMx 
MD  :  PAf*  :  :  EFx  FD  :  ^F  X  FJ5  ;  car  à  canfe 
des  triangles  femblables  EMNy  EFA  ;  on  aura 

Bb 
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EM  :  MN::  £F:  R4  ;  &  à  caufe  dcstrîaogîcs 

fcmblables  MDO ,  BDF;  MD  :  MO  ::  DFz  FB; 

donc  en  multipl  ant  par  ordre  on  aura 

J?  Ai  X  iWD  :  MN  xMO::EFxFD:FAxFB. 

mais  à  caufe  du  cercle  dont  OWcft  le  diamètre 

MNx  MO  =  PM:  donc  en  fubftkuant  oa  aura 

EMxMD.PM'ziEFxFD.FAxFB. 

CoAOtCAIRE.      Ht. 

523.  Il  fuit  des  deux  derniers  torollalra^ 
que  les  diimetre&conjogués  font  toujours  égaux 
dans  le  cercle  ;  Se  que  les  quarrés  désordonnées 
font  égaux  aux  reâangles  de  leurs  abrcîflês; 
car  dans  le  cas  où  la  feftion  eft  un  cercle  »  les 
lignes  SK  ic  AK  deviennent  parallèles  &  in- 
finies :  donc  le  quarré  SK^  &  le  reftangle 
AK  X  KB  deviennent  égaux ,  Se  dans  le  cas  du 
fécond  corollaire,  les  lignes  AF^  EFdeviennent 
parallèles  &  infinies  auffi  bien  que  les  lignes 
FD ,  FBi  donc  les  redangles  EFx  FD.FAxFB 
deviennent  égaux  ;  ainfi  PM^—EMxMD^ 

CO&OLLÂI&B   IV^ 

524.51  Ton  fuppofe  encore  une  autre  cl* 
lipfe  tlà  parallèle  à  la  première  &  donc 
le  diamètre  ti  rencontre  la  bafe  du  triangle 
par  l'axe  en  /,  cm  en  déterminera  le  paramètre 
que  nous  défignerons  par/?,  en  faiiant  la  même 
analogie  S  K^  :  AKx  KBixdtip;  donc  fi  roo 
appelle  P  le  paramètre  du  diamètre  DE,  on 
aura  DE  :P::de:p^  puiique  les  deux  premiers 
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apports  des  proportiotis  qui  détêrmtneQt ,  les 
(paramètres  font  égaux.  Donc  toutes  les  ellipfes 
coupées  dans  un  cône  par  dts  plans  parallèles 
èntr'eux  font  des  figures  ou  ellipfes  femblables» 
puifque  \t\xh  diamètres  font  proportîonels  à 
leulrs  paramètres. 

COEOLLAI&B     V» 

'  (ift  ^«  Il  fuît  Acore  de  -  là  quelî  Ton  mené 
parle  fommet  du  cône  &  un  point  quelconque  ' 
d'une  ellipfe  une  droite  quelconque,  cette  ligne 
paiTera  par  tous  les  points  ffemblablement  placés 
dans  toutes  les  ellipfes  coupées  dans  le  même 
cône  par  des  plans  parallèles  entr^eux.  Ainfi  la 
ligne  qui  paflfe  par  le  foyer  ou  le  centre  d'une 
ellipfe  &  par  le  fommet  du  cône  ^  paflfera  auffî 
par  les  foyers  ou  les  centres  de  toutes  les  eUipfei 
femblables  &  parallèles  à  la  première. 

S  G  H  O  L  I  E. 

^^6.  Il  fuit  de- là ,  que  fi  1  on  à  les  deux  axôs 
d'une  ellipfe  ou  feulement  Taxe  &  un  foyer  y  oa 
bien  encore  Taxe  &  fon  paramètre  ^  on  pourra 
toujours  couper  dans  un  cône  quelconque  une 
ellipfe  égale  à  la  prôpofée.  Car  la  proportion  du 
dernier  Théorème  fuffit  pour  réfoudre  le  pro- 
blême. Ceux  qui  font  tant  foit  peu  au  fait  de 
Tapplication  de  Talgebre  à  la  Géométrie  pour- 
ront s'exercer 'à  la  folution  de  ce  problême  »  qui 
eft  néceffairement  du  fécond  degré  »  on  fera  at- 
tention >  qu'en  fuppofant  que  l'axe  eft  donné 
avec  fon  paramètre  ;  il  faut  commencer  dans 

Bbijj 
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un  cône  fcalènè  par  déterminer  »  comme  pom 
la  parabole  »  le  plan  du  triahgle  par  Taxe  per- 
pendiculaire au  plan  de  la  bafe  du  cône;  afin 
que  les.  ordonnées  foîentd'équerrc  avec  Taxe.  Si 
Kôq  n'a  qu*un  diamètre  &  fon  paramètre,  il  fau- 
dra encore^pour  fixer  le  problême,que  Ton  coq* 
noiiTe  Tangle  des  ordonnées ,  &  Ton  pourroic 
encore  par  le  fecôurs  de  la  même  proportion 
paryçnir  à  la  folutjon  du  proMême  dans  ce  cas 
qui  fercHt  Le  plus  compliqué, 

/     PROPOSITION      XVI. 
Tu  ion  Ê  M  M. 

5  a7 .  St  Ven  eoupe  un  cône  ASB(ftg.  i$$)de  manière 
que  le  dUtnetre  de  lafeSion  DFG,  rencontre  k  coté 
5fi  du  triângk  par  Paxe,  au  deAà  dufommtt  par  rap- 
port à  la  bafi  du  mime  triangle ,  laje^njlra  une 
fyperbde.  ' 

DÏMOIfSTRATION. 

Par  UD  point  quelconque  M  du  diamètre  de 
la  reâton,foit  mené  un  plan  qui  coupe  le  triangle 
par  Taxe  dans  la  ligne  NO  parallèle  à  la  bafe  du 
iTiême  triangle,  &  le  plan  de  fedion  dans  uoe 
ligne  PM  parallèle  à  la  fcftion  GF  du  plan  de 
feftion  avec  celui  dç  la  bafe.  Il  eft  évident  que 
la  figure  NPO  fera  un  cercle  dont  le  diamètre 
fera  la  ligne  ON  y  3c  dont  PM  fera  lordonnée. 
Cela  poféî  à  caufe  des  triangles  femblables 
t)MN,  DFA;  DMMN::DF:FA  ;  &  à  caufedes 
triangles  EMO ,  EtB  on  aura  auffi  EMiAîO:: 
Ef:f^^;,  donc  en  fpi^ltipliant  par  ordre  EM  x 
EM iMN^MQ^i^FK £f  :FAxFBi  mais  à 
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caufc  des  cercles  NPO,AGBiPM'=MNxMO; 
&  FG^=FA)cFB  :  dobc  en  fubftîtaaanif.ces 
valeurs  &  alternant ,  on  aura  au  lieu.de;la.dei> 
nierc  proponion ,  DMxEMiD  FxE F:»: 
PM^  :  FG^  ;  d'où  il  fuit  que  la  courbe  cft  une 
hyperbole  »  puifque  les  qciarrés  des  ocdonnées 
font  entr'eux  comme  ks  feâangles  de  kitrs.abf- 
ciffesi  aq.FD,  M 

CojlOX<LAIBE.  .^^       . 

'5a8.  U  fuit  de  -  là  ^  que  fi  Voa  fuppofe 
un  côoe  oppofé  au  pctaiiof  par  le  foinmetj&; 
qu'on  prolonge  le  plan  coupant ,  jufqu'À  ce  qu'il 
coupe  le  nouveau  cône  terminé  par  unLcei* 
cle  parallèle  à  la  bafç  cfupr^piier  ;  la  feftion  fera 
Thyperbole  bppofée  à  la  première.  !<*  démonf- 
tration  feroit  entièrement  la  même ,  puî?qi!c  les 
triangles  Dmo ,  Dfh  ;  Emn ,  Efa  font  toujours 
femblables  5  &  donnent  les  mêmçs  propbrtîoiis. 
Donc  ces  courbes  font  précifcmènt  1^5  mêmes 
que  celles  que  nous  avons  démontré  d^ks  le  troi- 
Cerne  livre;  &  elles  dn  ont  toutes  les  propriétés. 

PRO  PO  SITI O  N      XyiL 

Tn  écréme» 

]^2p.  Sipàr  UfommA  S  ivt  cône  dans  leplsn  du 
triangle  part*  axe  (fig.  i  jy  )  (m  mené  une  droite  SK 
parallèle  au  diamètre  de  lafeSich ,  &  quonfajfe  cette 
proportm  SK*  :  AK  x  KB  ;:  DE  :  EH  ;  je  dis  que 
cette  ligrufera  le  paramètre  du  diamctre  DE. 

Bbiîj 
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DéHOMSTI^ATIOK. 

Â  caufe  des  trkngks  femblables  BKS,  BFE 
paaura  SK  :  KB  ::  EBiFB^Sck  caufe  des  trian- 
gles (emblables  KÀS  ^  fAD  aufli  femblables» 
SK  :  AK::DF:  FA;  donc  en  rnukipliantpâr  or- 
dre, on  aura  SK^iAl^xKB  ::  EFxDF:FBxFA, 
xnaisà  caufe  du  cercle  AGB  Se  de  Thyperbole 
dont  FG  eft  une  ordonnée  ;  EFx  DF  :  FB  xFA 
pu  FQ^  ::  PE^  :  -^^j  en  fuppofant  LI  diame^ 
trc  conjugué  à  DH,  de  parla  nature  du  parame-. 
trc  DE*  :  Ll*  ::  D£*  :  EH\  donc  puîique  la  fuite 
des  rapports  égatuc  n'a  pas  été  interrompu  ; 
SK^iAKxKB  ::DE:  EH,  rfoù  U  fuit  évidem- 
ment  que  cette  ii^ne  eft  k  paramètre.  Ç.QJFJX 

GOROLLAIEE.      L 

^30.  Il  fuit  de-Ut  quç  toutes  les  bypetboIoB^ 
parallèles  ent;r'elles  &  CQup^çs  dans  un  mèmjc 
çônc  fopt  dçs  figures  femblables^  puifque  les 
lignes  homologues  {ont proportionnelles;  car 
fji  Ton  imagine,  une  autre  courbe  quelconque 
parallèle  à  la  premiiqrç  »  on  démpntreroit  de  la 
même  manière  que  lé  rapport  du  diamètre  au 
pajramçrrp  eft  celui  de  SK*  k  AK  x  KB ,  cç  qui 
eft  fuffifant  pour  en  déduire  cette  vérité. 

%  Cqeo.llairb    il 

^^1.  Il  fuit,  encore  de-là  que  fi  par  k  fomr. 
çiet  S  &  un  point  quelconque  d'une  hyperbole, 
on  mené  une  droite  indéfinie^  cette  droite  paf- 
fera  par  tous  les  points  femblableineoit  placés 
dans  toutes  ks  hyperboles  poflibles  pardljçlfsà 
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la  première  }  &  réciproquement  »  fi  une  ligne 
pafle  par  deux  points  fenrblablemenc  placés  dans 
deux  hyperboles  femblables  &  parallèles  en- 
f réelles;  cctre  ligne  paflera  par  le  fommecS. 
Cette  vérité  fe  déJuic  immédiatement  du  pre- 
mier corojlaire.  On  peut  donc  établir,  qu'en 
générât  dans  une  feâion  conique ,  une  ligne 
droite  qui  pafle  rar  le  (ommet  du  cône  &  par 
un  poipt  de  cette  feâion;  paflera  par  toui 
tes  points  feçiblablement  placés  dans  toutes 
les  feâions parallèles  entrVUes.  Ainfi  la  proprié*^ 
té  de  Taxe  du  cône  qui  paiTe  par  les  centres  ou 
foyers  de  tou;;  les  cercles  parallèles  à  la  bafe,de« 
vient  générale  &  s'çicnd  à  toutes  les  ferions 
conique».. 

COROLEAIRE.      III. 

J32.  Si  la  ligne  SK  eft  moyenne  propor- 
tionelle  entre  les  parties  AK  &  KB ,  le  para- 
mètre fera  égal  au  diamere;  d'où  il  fuie  que 
l'hyperbole  eft  équilatere.  On  peut  encore  con- 
clure de  cette  propofition  ,  que  dans  un  cône 
dont  le  triangle  par  Taxe  à  unangle  aigu  au 
fommet.  On  ne  peut  couper  aucune  hyperbole 
équilatère  ;  car  il  eft  aifé  de  fe  convaincre  y  que 
dans  un  triangle  tel  que  ASB  aucune  ligne 
comme  SK  menée  du  fommet  à  la  bafe  ne 
peut  être  moyenne  entre  les  parties  AK  &  KBy 
que  l'angle  ASB  ne  foit  droit  ou  obtus. 

COEOLLAIK^    IV. 

.    J35.  Si  l'on  regarde  Thyptrbole  éc^  l  itère 
comme  la  plus  grande  poilibie  ^  on  peut  par  le 

tb  ;v 
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fccours  de  cette  proportion  couper  dans  un 
cône  donné  la  plus  grande  hyperbole  poffible  » 
c'eft  •  à-  dire  celle  qui  approche  le  plus  de  Thy- 
perbole  équilatère.  Pour  cela ,  il  n'y  a  qu'à  dé- 
terminer une  ligne  SK  qui  foit  telle  que  le  quarré 
de  SK ,  foit  le  plus  petit  poiTible  &  le  reâangle 
de^K  par  KR  le  plus  grand  poflible  ;  par  exem* 
pie ,  a  le  cône  ell  droit ,  &  qu'on  fuppofe  h 
ligne  SK  perpendiculaire  à  la  bafe  AB  ^  cette 
ligne  fera  la  plus  petite  qu'on  puiflc  mener  da 
fommet  à  un  point  de  la  bafe  du  triangle  par 
l'axe  &  le  reâangle  de  AK  par  KB ,  fera-  le  plus 
grand  poffible,  puifque  cette  ligne  eftdivifée 
en  deux  également  par  la  ligne  SK  dans  la  fup- 
pofitîon  préfente  ,  donc  le  rapport  de  AK  x 
KB kSK^  approchera  le  plus  qu'il  fera  poflible 
de  l'égalité  ;  donc  le  paramètre  fera  aofli  le  plus 
grand  qu  il  eft  poÛiblepar  rapport  au  diamètre  ^ 
&  partant  rbyperboleiera  la  plus  approchante 
.de  Thyperbole  équHatère» 

Corollaire  V. 
y  54,  Si  la  ligne  DE  diamètre  de  l'hyperbole 
devient  parallèle  à  l'un  des  côtés  du  cône';  la  U« 
gne  SK  fe  confondra  avec  le  côté  SB  »  la  partie 
KB  devient  zéro  ^  &  partant  le  reâangle  de  AK 
par  KB  sa  AK  X  G  =  o ,  donc  le  rapport  du  du- 
metre  au  paramètre  fera  celui  de  SB^  à  zéro  ; 
d'où  il  fuix  évidemment  que  la  courbe  qui  eft 
dans  ce  cas  une  parabole  devient  la  plus  petite 
hyporbole  poffible  ;  &  que  la  parabole  peut  être 
xéelfcment  prîfe  pour  une  hyperboFe  dont  le 
diamètre  efî  infinie 


-PI  t^-  /^-  Sy  j 
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CoftaLLAIR£«    VL 

5  3  j .  On  pourroit encore  faire  «fage  dé  cette pro* 
pofition  pour  couper  dans  u  d  cône  une  hyperbole 
dont  les  axes  ou  les  diamètres  feront  donnés  de 
grandeur ,  &  le  probIên;^e  feroit  toujours  £ufcep« 
cible  de  deux  folucions  ;  tant  que  les  diamètres 
ou  les  axes  propofés  ne  donneront  pas  un  angle 
des  afymptotes  plus  grand  que  celui  de  la  plus 
grande  hyperbole  pofllble  qu  on  puiflc  couper 
dans  le  cône  propofé  :  fî  les  diamètres  ou  les 
axes  font  ceux  de  la  plus  grande  hyperbole  pQjCr 
fible  »  les  deux. racines  de  l'équation  .feront 
égales  :  dans  le  cas  d  un  angle  plus  grand,le*pro^ 
blême  fcroic  impodîble^pour  le  cône  propo£& 

^^6. N.B.  Ilfaut  bien  remarquer  qqe  quand  nous 
.parlons  de  la  plus  grande  hyperbole  poffible^ 
on  n'entend  pas  celle  qui  a  les  deux  plus  grànd^ 
diamètres  ppffibles ,  mais  en  général.,  celle  donc 
r.angle  des  arymptotes  eft  le  plus*  près  d'un 
droite  dans  un  fcône  qnî  a  Tangle  ÀSB  aigtr.  De 
ce  genre  font.toutM  les  hyperboles  formées  pÂ' 
cles  plans  paralfcîe^i  au  triangle  par  faxe^dans  qâ 
cône  droir,  ou'pgr  des  plans  perpendiculaires  à 
'l^bafeducône. 

Dé  F  I  n  I  t  I  o  ir« 

^  53'?-SîjparîepoîntlCotiîalîgpe5lCparaIfeffe 
Vu  diamètre  de  ITiyperboIe  rencontre  la  bafe  du 
triangle  par  Taxé  (fig.  i  $ 6),on  mené  une  droite 
tKL  parallèle  àîacommunf  feâlonFff  du  pla» 
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coupant  &  de  labafe>  cette  ligne  fera  appeltée 
dirtariee  dé  la  feâion  fDH  de  ù  par  la  ligne 
&K  Se  la  ligne  IKL  >  on  fait  pafler  un  plani^L; 
cç  plan  fera,  nommé  k  pUn  de  la  dure$rict» 

ÇÇIQPOSITION    XVHL 

(38.  Suppofatit  toutes  chef  es  comme  dans  la  défi* 
nîtion  précédente  \fi  par  Us  points  l ,  L  extrémités  Je 
de  la  direSrice ,  on  mené  les  tangentes  MI ,  NL 
au  cercle  qui  fert  de  bafe  au  cône ,  prolongées  jus- 
qu'à ce  quelles  Je  rencontrent  en  O^  fur  la  bafe  du 
triangle  par  Vaxe  aujfi  prolongée  lù'  fipar  les  lignes 
SI,  MIO;  SL,,  NLO  on  fait  pafftr  deux  plaru 
prolongés  autant  quUfera  nécejfaire  >  je  dis  que  les 
lignes  CtJi  y  ÇN  dans  lefqueb  ils  rencûtiitreront  te 
flan  de  lafe&ion  FDH/eronr  Us  ajymptotes  dt 
eette  courbe 

DéMONSTEATIQK. 

Imaginons  encore  un  plan  PDQo^  qui  pa(fe 
par  le  fommec  D  dc  Phypf rbole  »  &  qui  foll 
parallèle  à  la  bafe  dii  cône  ;  ce  plan  coupera  les 
plans  CMO,  CAO  dans  Jes  lignes  F#,  Qo^  qui 
îc  trouveront 'parallèles  aux  lignes  AiO,  AQj; 
&  l'on  démontrera  aifément  que  ces  mêmes  li« 
gnes  feront  tangentes  au  cercle  Dibl  que  ce  mê- 
me plan  coupe  dans  le  cône,  dans  Tes  points  t^  I 
ext^én;iités  de  la  commune  fédUon  du  plan  de  ce 
cercle  avec  celui  SIL  de  la  direârice.  La  ligne 
PDQ  étant  dans  le  plan  de  U  fedioa  DtBf 
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^a  perpendicdhiîre  à  la  ligne  D^k  ^  Se  pat 
conféquent  tangente  en  D  ;  cela  pofé  on  aura 
DP^^PV'  par  la  propriété  des  tangentes  éa  cer- 
cle; &  dans  la  hafe,  on  aura  pareillement  par 
la  propriété  àt%  fécantes  MH  &  de  la  tangentft 
MI  y  MHx  MF::=.  MP  ;  mais  nous  avons  déjà 
vu  que  les  lignes  MI,  Pi  font  parallèles  >  ôc  les 
lignes  MP9  li  le  font  auffi  »  puifqu'elles  font 
les  feâions  dé  plans  parallèles  fur  un  troifiénvc 
fitfkii  donc  IMPi  eft  un  parallcipgramme  y  donc 
m^Pi  ;  donc  DP"^^  =  MFx  MH  ;  on  fera 
voir  de  la  même  manière  que  le  reâangle  d'une 
autre  ligne  telle  que  mfgh  parallèle  a  la  ligne 
MFGH^  fera  ëgid  au  quarré  de  la  même  ligne 
jpP;  d'où  il  fuit  évidemment  que  les  lignes 
CM 9  CN  (ont  les  afymptotes;  car  il  n'eft  pas 
moins  évident  qu^  le3  lignes  DP,  DQ  iPiy  Ql 
font  tputes  égales  entr  elles*  C.  Q»  F*  Ç[« 

O  B  S  E  R  y  A  T  I  O  N. 

^3p.  Nou^. avons  fuppofé  que  lès  lignes  b^io 
^m  font  les  feâions  des  plans. CMO ,  CNO  avec 
Iç  pjan  PDQo  foqt  tangentes  aux  extrémités 
de  la  çlpubl^  ordbnn^ç.  il ,  qui  cft  la  feftion  d« 
ce  même,  plan  avec  celui  de  la  direârice«  Si  l'oa 
avoit  quelque  difficulté  là-deflus,  voici  comme 
on  peut  le  démontrer.  Par  hypotbefe  les  lignes 
10 ,  LO  font;  tangentes  aux  points.!^  L,Scfc 
rencontreat  en  Q  fur  le  pi;olongement  du  dia« 
^etre  RO.  Suppofons  que  du  fommet  5  au 
çemrç  R  du  cercle  de  la  bafe.4^  cpne ,  on  aie 
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mené  la  ligne  SR ,  cette  Ugoe  pftflera  par  le  poînc 
r ,  centre  du  cercle  Dibl  ^  parallèle  à  la  bàfe ,  & 
Ton  aura  à  caufe  dts  triangles  femblables  SRK^ 
Srk  ;  RK  :  rkj:  Sf/LiSk;  de  à  caufe  des  triangles 
SKB,  Skb  auin  fembld^les^  on  aura  * 
SK:Sk::KB:kb,doncRKtrkKR:kbScc0m' 
ponendo  RK  :  rk  ::  RK+KB  ou  RB  :  rk-^b  ou  ri. 
Se  à  caufe  des  triangles  femblables  SRO ,  Sro 
on  aura  SR  :  Sr  ::  RO  :  ra  donc  les  lignes  RK, 
RK,  RB^  R(l^  feromproportionnell^sntus 
lignes  rk.^  rbi'  ro  donc  puifque  Ton  a^à  iinjh 
fe  de  la  tangente  10  ,  iîK:RB::/î5:  «O 
on  aura  auiîi  rk  :  rb  ::  rir  :  r«  ^  d'où  il  fuie  qmii  h 
ligne  io  eft.  tangente  en  I  j*  puifque  ie  point 
i  eft  à  là  âvface  du  cône^  &  qu^xl  eft  rextié- 
mité  de  Tordonnée  Au 

COROLLÀIAK    I. 

$^o*  II  fuît  de  cette  propôfition ,  que  îa  ligne . 
Oo  commune  feâion  des  plans  MPoO ,  NQcO 
paflfe  néceflairenient  par  le  point  ^  fommet  du 
cône,  qu^elle  eft  dans  lé  plan  dû  triangle  par 
Taxe ,  qui  divife  les  élémehft  dé  la  feôion  FDH 
en  deux  parties  égales  y  ft  que  le  point  C  m 
elle  va  aboutir  ainfî  que  les  lignes  MP  ^  AQ 
reft  le  centre  des  hyperboles  oppofées* 

CôROLlAIRS      IL 

J41.  II  fuit  encore  de-là  qu'une  ligne  com- 
me Mlptift  fur  le  prolongement  de  la  tangente 
MIO ,  &  compf ife  entre  le  plan  de  ht  direôricc  9 
&  celui  de  la  fdâion  eft  le  demî-diametre  conjù- 
.gué  au  demi*diametre  DC;  cela  eft  évident  1 
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par  ceque  nôits  avons  damootré  dans  Thyperbole 
fur  les  proppriécés  des  diamètres  conjugués  par 
rapport  aux  afymptotes. 

COROLLATRB      IIL 

^42.  Sî  le  triangle  par  Taxe  cft  ifocelc,  &  la 

feâion  FDH  perpendiculaire  à  la  bafe  du  cône  y 

le  plan  de  la  dîredric^fera  auffi  un  triangle  par 

l'axe,  la  direôrice  IL  fera  un  diamètre,  les 

lignes  M/,  NL  feront  parallèles  ;  <Sc  dans  ce 

cas  les  lignes  C50 ,  GKO  le  feront  aufli  ;  d'où 

il  fuit  que  la  ligne  CS  fera  le  demi^axe  conju^ 

gué  à  Taxe  DJE  de  la  fcftiop  fDG.  C'cft  ce  que 

Ton  pourroît  démontrer  dîreftement  comme  U 

fuit.  J.e  triangle  par  Taxe  étant  ifôcele,  &  les  lî* 

gnes  EDG ,  S/C  parallèles  &  perpendiculaires 

à  la  bafe  AB  du  même  trismgle;  le  triangle 

jESD  fera  auffi  îfocele  ;  la  ligne  CS  qui  va  du 

fommet  au  milieu  de  la  bafe  DE  fera  donc 

perpendiculaire  à  cette  bafe  &  par  confcquent 

parallèle  à  la  bafe  AB.  Donc  les  triangles  £C5, 

£G£  feront  femblables  ainfi  que  les  triaigles 

DCSj  DGA  :  les  premiers  donnent 

EG  :  GB  ::  EC:CS8c  les  féconds  donnent  auffi 

GD  :  G  A  ::  DC:  CS  y  donc  en  multipliant  par  or^ 

Art  EGxDG:  GBxGA  ::  ECx  DC:  CS'^  , 

mais  à  caufe  du  cercle  GB  x  G  A  ^  GP,  &  les 

lignes  £C,  CD  étant  é^les,  ECxDC==DC\ 

donc  on  aura  EG  x  GD  :  f  G*  ::  DC'  :  CS^  : 

d'où  il  fuie  évidemment  que  les  lignes  DC^ 

CSfont  les  demi -axes  conjugués  des  hyperboles 

oppofces. 
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CokoLi-iriRH     IV. 

^43.  Sironîmagîncquerangle  DGÂ  C<A 
égal  à  l'angle  SByi,  Thyperibolc  deviendra  une 
parabole  dans  ce  cas ,  les  pôihtis  1,  L  de  la  di- 
reârice  fe  confondent  en  un  feul  pdînt  en  J5; 
les  lignes  Ml,  NL  ntn  font  plus  qu  une  paral- 
lèle à  la  ligne  f  GH,  qrf!  ne  pourra  rencontrer 
le  plan  de  la  feftion  qu'à  une  diftance  infinie 
de  part  &  d'autre ,  d'où  il  fuît  que  là  patabdie 
ne  peut  avoir  tfafymptbte,  puifque  tes  lignes  qui 
déterminent  lesafymptotesnc  peuvent  jamais  fc 
rencontrer ,  lorfque  Thyperbole  devient  une  pa- 
^aboIe« 

REMARQUE. 

544.  Si  Ton  a4)ien  conçu  tout  ce  qui  préce^ 
de ,  on  verra  que  les  démonftrationsdes  feftioos 
cooiques  confidérées  dans  le  cône  s'étendent 
tout  d'un  coùp^  &  avec  autant  de  facilité  aux 
diamètres  comme  aux  axes  de  chacune  de  ces 
coigp^es.  De  cette  manière  y  Ton  n'eft  point 
obligé  de  commencer  ^ar  les  axes ,  pour  paiScr 
auxdiametres»  comme  on  a  fait  dans  les  trois 
premiers  livres  ;  ce  paflage  eft  toujours  difficile 
pour  les  commençants  9  lorfque  l'on  examine 
ces  courbes  fur  un  plan ,  de  quelque  méthode 
que  l'on  fe  ferve ,  analytique  ou  fynthétîquc. 
Mais  il  fiftit  bien  remarquer  que  l'on  n'eft  redeva- 
ble  de  ce  grand  avantage  qu'à  la  définition  que 
BOUS  avons  donnée  du  cône  >  en  le  détermi* 
cane  de  la  manière  la  plus  générale.  AppoUotwa 
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île  ^gt  eft  le  premier  des  anciens  Géome^ 
très  qui  aie  donné  cette  important  définition^ 
II  eft  plus  que  probable  que  ce  n'étoit  pas  fans 
•voir  de  vues  bien  générales  fur  les  feâions 
coniques  j  qu'il  a  préféré  cette  définiôn  à  tou* 
ces  les  autres  &  qu'il  a  mieux  aimé  prendre  un 
cône  fcalene  qu'un  droit,  parceque  le  ctnt 
droit  ne  peut  donner  que  les  propriétés  de  ces 
courbes  par  rapport  à  leurs  axes  ^  puifque  dans 
ce  cône,  les  ordonnées  des  feftions,  ferons 
toujours  perpendiculaires  à  leurs  diamètres.  J'ai 
in£llé  fur  cette  partie  d'autant  plus  volontiers 
que  ceux  qui  ne  voudroient  avoir  que  les  prin- 
cipales proprié  es  des  ferions  coniques  Crou« 
veronc  dans  tout  ce  qui  précède ,  un  traité  com- 
plet &  très  -  élémentaire  de  chacune  de  ces 
courbes  confidérées  par  rapport  à  leur  diamètre 
&  à  leur  axes.  J'ai  (uppofé  qu'on  étoit  parfai* 
tement  au  fait  de  ce  qui  s'appelle  rencontre  des 
plans,  fi  l'on  n'avoit  pas  cette  connoitfance ,  il 
feroit  impo(fible  d'entendre  cette  partie ,  où 
l'on  fuppofe  tous  les  théorèmes  qui  ont  rapport 
à  cela  ;  ce  qui  fe  trouve  dans  les  éléments 
d'Euclide  de  M  0\anam  ou  de  M.  Rïvard  ^  eft 
plus  que  fuffifant  pour  tout  ce  que  nous  avons 
yû.  Ceux  qui  feront  curieux  d'en  voir  d'avan- 
tage peuvent  conîulter  le  fixieme  livre  du  Traité 
analytique  4t  M.  U  Marquis  de  V Hôpital ,  Se  mê- 
me pafTer  s'ils  le  veulent  au  grand  Traité  in-jolio 
de  M.  De  la  Hire  fur  cette  partie.  Je  me  flatte 
(qu'ils  feront  en  état  de  comprendre  cet  ouvraga 
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qui  a  paQTé  pour  un  des  plus  complii}ués  dans  ce 
genre,  &,  auquel  ce  dernier  livre  pourroit  fcr^^ 
VIT  d'incroduâion.  Nous  allons  examiner  dans 
C€  qui  reAe  les  corps  compofés  d'éléments  qui 
croiflent  dans  la  raifon  des  quarrés  des  ordon- 
pées  d'une  fedion  coniquequel  conque  ;  Se  enfuice 
|X)U$  dirons  quelque  chofe  des  courbes  qui  réfol' 
tent  des  diâFércntes  ferions  d'un  conoïde  quel- 
conque par  un  plan  difpofé  comme  Ton  vou- 
dra. Cette  partie  peut  être  utile  à  ceux  qui  font 
obligés  de  rechercher  les  courbes  qui  fe  trou- 
vent dans  ces  feâions  de  différents  folides  ou 
corps  qui  fe  pénètrent  mutuellement ^  comme 
cela  acrive  àsm  la  coupe  des  pierres. 


DE    LA 
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DE  LA  SOLIDITE' des  corps  dont 

les  éléments  croiflent  dans  la  raifon 
des  quarrés  des  ordonnées  d'une  feâion 
conique  quelconque  ; 

ET  DES  COURBES  que  Pon  peut 
couper  dans  les  comides  formés  par  la 
révolution  d*unt  feàion  conique  amour 
éPune  axe  de  mouvement. 

PROPOS'iTION    L 

Î4?*  ^^  paràboloide  quelconque  A  B  I  D  C, 
(Jîg.  157)  droit  ou  oblique  y  Cr  dont  la  bafe  efl 
un  polygone  régulier  ou  irré^ulier  quelconque  ,  efl  la 
moitié  duprîfme  de  mime  bafe  &  de  mime  hauteur^' 

DéMONSTRATIONf, 

Nous  concevons  la  paràboloide  dont  îIsV 
git  ici  formé  par  une  inanité  de  tranches  par 
raileles  d'une  épaifeur  infiniment  petite ,  qui 
feront  toutes  femblables  entr'elles ,  îc  qui  auront 
pour  lignes  homologues  les  doubles  ordonnées 
PQ  ,  EF  d'une  parabole  EPIQF  tracée  dans 
un  plan  perpendiculaire  au  plan  de  la  bafe  du 
folide  AID.  Comme  ces  tranches  qui  font  les 
éléments  du  même  corps  ^  ont  toutes  une  mie« 
me  épaifeur ,  elles  feront  entr'elles  dans  la  rai- 
fon  de  leurs  bafes ,  c'eft  -  à  -  dire ,  que  les  élé- 
ments du  paràboloide  croi0ent  comme  les 

Ce 
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^uarrés  des  ordonnées  PQ ,  EF  ou  commet  les 
polygones  femblables  conflruits  fur  ces  lignes  f 
comme  des  lignes  homologues  :  donc  puifque» 
par  la  propriété  principale  de  la  parabole  »  les 
quarrés  des  ordonnées  font  comme  leurs  abf- 
ciflfes  correfpondances  ;  les  éléments  feront  aufli 
dans  le  même  rapport  Se  croîtront  comme  leurs 
diftances  au  fommet  de  la  courbe  ;  d'où  il  fuit 
qu'un  paraboloide  quelconque,  fe  doit'  mefu- 
rer  de  la  même  manière  qu'un  triangle  ABC 
(fg.  158  )»  puifque  dans  Tua  &  dans  Tautre 
les  éléments  croifTdnt  dans  le  rapport  des  dii- 
tances  au  fommet.  Maïs  le  triangle  eft  la  moitié, 
du  produit  de  fa  bafe  par  fa  hauteur  y  donc 
aufli  le  paraboloide  fera  ta  moitié  du  produit 
de  fa  baie  par  fa  hauteur  IG ,  c'eft  -  à  -  dire, 
la  moitié  du  prifme  de  même  bafe  &  de  mêr 
me  hauteur.    C.  Q*  F.  D. 

Corollaire.      L 

54(?.  Si  la  bafe  eft  un  cercle,  le  paraboloide 
deviendra  un  corps  auquel  on  a  donné  le  nom 
de  fujeau  parabolique  ;  donc  le  fufeau  para- 
bolique droit  ou  oblique  eft  la  moitié  du  cilyar 
dre  de  même  bafe  ôc  de  même  hauteur. 

Corollaire  II. 
547.  Donc  deux  paraboloides  quelconques 
font  égaux  >  lorfqu'ils  ont  même  bafe  &  même 
hauteur  quelque  foit  la  figure  de  leur  bafe  & 
la  poûtion  de  leur  axe  à  l'égard  de  la  même 
bafe. 
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CoROLLAlkB         IlL 

'548.  Il  fuit  de  cette  génération  Jun  pafa^ 

boloide  quelconque,  que  toutes  les  courbes 

If^A ,  ÎND  qui  vont  du  fommet  I  du  parabo- 

loide  aux  angles  de  la  bafe,  font  des  paraboles  : 

car  en  fuppofant^  comme  cela  doit  être,  que 

le  plan  de  la  parabole  génératrice  EPIQF  foît 

perpendiculaire  au  plan  de  la  bafe ,  les  points 

Ry  H  où  fon  diamètre  rencontre  les  tranches 

parallèles  &  femblablès,  feront  des  points  fein^ 

blablement  placés  dans  chaque  tranche  ;  &  (i 

l'on  mené  aux  angles  A^  K  les  lignes  RK, 

HA  ;  ces  lignes  formeront  des  triangles  fembla* 

blcsP/îK,  EtiAy  qui  donnent  KR*  :  AH^:z 

PR*  ;  Efl*  ;  mais  PR^  :  EH'  ::  IRiIH;  donc 

KR"^  :  /iH*  ::  IR  :  IH.  d'où  il  fuit  que  la  cour- 

be  AKI  eft  une  parabole.  Il  n'eft  pas  moins 

évident  que  les  paramètres  de  ces  différentes 

paraboles  font  ehtr'eux  èomme  les  quarrés  des 

lignes  AH,  EH.  On  démontreroit  de  même  » 

que  fi  Ton  coupe  un  pàraboloide  quelconque 

par  lin  plan  qui  pafTe  par  l'axe  IH ,  les  courbes 

que  ce  plan  formera  fnr  la  furface  de  ce  corps  t 

feront  des  paraboles*  Donc  dans  un  fufeau  pa« 

rabolique  droit  ou  oblique ,  toute  courbe  re- 

fultante  d*un  plan  coupant  qui  paffe  par  l'axe 

fera  une  parabole  égale  à  la  génératrice. 

LE  MME. 

pour  la  propofition  fuivantt. 
5J|û,  Son  um  tllipft  aBAbi  dont  Aa,  Bb  fifH 
^  Ccij 
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deux  diamètres  conjugués ,  jî  par  l'extrémïti  A  tuA 
mené  la  tangente  h  AH,  dont  les  les  parties  Ab, 
AH ,  foîent  chacunes  égales  au  demi-diawetre  CB 
conjugué  4  C  A  ;  Cr  qu  après  avoir  tiré  par  le  centre 
les  lignes  CH ,  Ch  on  mené  une  ordonnée  qud- 
conque  DF ,  qui  coupe  la  ligne  C A  en  E  ;  je  dis 
que  Von  aura  toujours  DE*  +  DF*  =  AH*. 

DÉMOKST&ATIOK. 

Par  la  propriété  des  diamètres  conjugués  de 
rempfc,  on  a  cette  analogie ,  DF^iCA"^  ^CD*:: 
CB*  ou  AH'.CA^y  donc  DP  =  C^î!^^x 
A  H^^AH^  -  ^^'gjf/'  ;  Se  à  caufc  des  trian- 
gles femblables  CAHfiDE  on  aura  CA^.AH'ii 
CD*:D£*=<î^î^^:donc  DP+D£*=^Ff*- 
r^V>^,^^^  +  ^"^V^la^?'  =^H'  ou  CE\  CQ>F.D. 
PîlOPOSITION     IL 

Th  eom£m£. 
J  JO.  La  /olidâ^  (f'an  eUipJoide  quelconque,  efi  • 
fw  dcMX  tiers  du  prifnu  de  mime  hafe  &  da  mittia 
hauteur.  (Jîg.  160) 

DÉMONSTftATIOy. 

Nous  allons  d'abord  démontrer  cette  pro- 
poûtion  fur  un  cllipfoide  compofé  d'une  infi- 
nité de  petits  pians  circulaires  qui  ont  pour 
rayons  les  ordonnées  à  un  diamètre  quelconque 
Aa  d'une  ellipfe  ABab  ;  Se  la  propoGtion  fe 
trouvera  démontrée  généralement,.en  applicant 
ce  que  xious  aurons  die  des  furfaces  circulaires 
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à  toutes  les  autres  figures  femblables  régulières 
pu  irrégulieres. 

DiMONSTRATIOK. 

Imaginant  rellipfoide  formé  comme  on  vient 
de  l'expliquer  ;  concevons  ce  même  corps  ^ 
infcrit  a  un  cylindre  de  même  bafe  &  de  mê- 
me hauteur  ;  il  eft  viHble  que  le  rayon  AH 
du  cercle  qui  feVt  de  bafe  à  ce  cylindre,  fera 
le  demi  -  diamètre  CB  de  rellipfe.  Il  n'cft  pas 
moins  évident  que  le  demi  -  ellipfoide  BAb 
cliégal  au  cylindre  BHLhb  moins  Técuelle 
AHBB Afbh.  Donc  tout  fe  réduit  à  trou- 
ver la  folidité  de  cette  écuelle^  &  à  prouver 
qu'elle  eft  le  tiers  du  cylindre  de  même  bafe 
&  de  même  hauteur  ;  ou ,  ce  qui  eft  la  même 
chofe ,  qu'elle  eft  égale  au  cône  oblique  hCh 
qui  a  même  bafe  &  même  hauteur.  Celapofé, 
par  le  Umme  précédent ,  on  a  DF^^DE^  =  AH"- 
ou  DG^  :  donc  DE^^DG^^-DP;  &  fi  au  lieu 
des  quarrés faits  fur  DE  ,  DFSc  DH  ^  on  prend 
les  cercles  dont  ces  lignes  feroient  les  rayons  ; 
on  aura  le  cercle  de  D  £  égal  au  cercle 
de  D  G ,  moins  le  cercle  de  D  F  ;  c'cft  -  à  - 
dire ,  que  Télément  du  cône  hCH  eft  égal  à 
la  couronne  faite  fur  FG  ou  à  Télémcnt  cor- 
refpondant  de  Técuelle  ellipfoide  ;  d'ailleurs  le 
nombre  des  éléments  eft  le  même  pour  l'un 
&  pour  l'autre,  étant  mefuré  par  la  même  per- 
pendiculaire.  Donc  récuelle  ellipfoide  eft  le 
tiers  du  cylindre  de  même  bafe  &  de  mcnic 

Cciij 


(if 
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hauteur;  Honc  rellipfoide  eft  les  deux  ûer$ 

du  même  cylindre.  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire     L 

jy  î.  Puifque  les  cylindres  de  même  bafe& 
i^e  même  hauteur ,  font  égaux  ;  il  s'enfuit  que 
|cs  ellîpfoides  formés  fur  difféçentes  ellipfes, 
qui  auront  un  diamètre  comme  Bb  égal  j  8c 
dont  les  diamètres  comme  aA ,  peuvent  être 
compris  entre  parallèles^  à  caufe  de  leur  diSé-- 
fentes  inclinaifons ,  font  égaux  entr'éux ,  & 
à  Telliploide  formé  par  là  révolution  d'une  de- 
ini-ellipfe ,  dont  le^  axes  feroient  Bb  A  la  per^ 
pendicqlc^ire  Kk  »  autour:  du  même  axe  Kk. 

CoEpLLAI&E.       II. 

3;j;2r  Si  Ton  applique  notre  démonftratîoii 
à  des  figures  quelconques ,  au  lieu  de  prendre 
des  cercles,  on  verra  aifément  qunn  ellipfoidc 
fera  toujours  les -y-  du  prifme  circonfcript  dç 
jnême  bafe  âç  de  mçme  hauteur  quelque  foit 

la  figure  de  cette  b?fc;  ^     " 

» .  ■     ,  ■  '  "^ 

COROL^AIAS.       11^ 

J  J3,  Si  les  diamètres  conjugués  deviennent 
égaux  ôç  à  angles  droi;ç ,  Ip  folide  deviendra 
iine  fphére,  donc  U  fphérç  çft  les  deux  tien; 
du  cylindre  de  même  bafe  &  de  m^me  haur 
ieur  ;  CQPunc  il  eft  démontré  dans  tous  Içs  cicr 
ixienfi.  "    •       •    "     ' 

Corollaire    ly. 
5^54.  U  fuit  encore  de-1^  que  l4>n  pourra 
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toujours  trouver  la  folidité  d'un  fëgment ,  ou 
d^un  feâeur  ellipfoide  quelconque ,  fans  avoir 
recours  aux  fe'gments  ou  feâeurs  iphériques 
çorrefpondans  d'une  fphére  qui  auroic  pour 
diamètre  la  perpendiculaire  Kï.  Par  exemple, 
fi  je  vciix  toifer  le  fegment  elliproide  F-4/,  je 
vois  que  tout  fe  réduit  à  retrancher  la  folidicé 
^u  cône  tronqué  £H/te,  du  cylindre  GHhg 
de  même  bafe  &  de  même  hauteur  ;  car  ce 
cône  tronqué  eft  toujours  égal  à  la  portion 
de  Tecuelle  elliproide  de  même  hauteur.  Com- 
me les  calculs  que  Ton  feroit «obligé  de  faire 
pour  toifer  les  fegments  ou  feâeurs  d'elUpfoide 
pourroient  devenir  un  peu  compliqués  en  nous 
fervant  de  la  fynthéfe ,  &  que  d'ailleurs  les  pro- 
portions que  nous  venons  de  démontrer  font 
affés  évidentes  par  elles-  mêmes,  nous  nous 
fervirons  de  la  méthode  analytique  dans  les 
problêmes  fuivants,  afin  de  donner  à  nos  fo- 
iutions  toute  la  généralité  dont  elles  font  fufcep-; 
tiblcs.      PROPOSITION  III. 
Problème     h 
jj  j.  Trouver  lafoUditi  d'un  fegment  de  fph^^ 
toide  elliptique ,  dont  les  élémentf  croijfent  comme 
Us  cercles  faits  fur  Us  ordonnées  DF  au  diamètre  CA. 

S  O  L  IJ  T  1  O  N. 

Du  centre  C  foit  abaiflee  la  ligne  CK  per« 
pendiculaire  à  la  tangente  AH  ;  nous  ferons 
CK=^ay  AH  ou  CB  =  fc,  les  indéterminées 
CP  ssx  ^  DF  =  y.  Et  comme  noua  avons 
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befoÎD  des  cercles  décrics  fur  les  rayons  AH  oa 
D  E  &c.  nous  fuppoferons  :  :  m  :  n ,  le  rap- 
port du  rayon  à  la  demi -circonférence.  Cela 
pofcj  nous  avons  fait  voir  dans  Tarticle  pré- 
cédent que  la  folidité  du  fegmenc  cllipfoide 
cil  égale  à  celle  du  cylindre  correfpondant 
GHhgj  dont  on  auroit  été  celle  du  cône  tron- 
qué ,  qui  eft  égal  en  folidité  à  un  cône  qui  ai^- 
roit  une  bafe  égale  à  la  fomme  des  bafes  in- 
férieures &  fupérieures,  plus  une  bafe  moyenne 
géométrique  entre  les  deux  dernières  ;  laquelle 
fetrouve  en  multipliant  le  contour  de  Tun  par 
le  rayon  de  Tautre,  Je  commence  donc  par 
chercher  la  folidité  de  ce  corps  ;  pour  ce/a , 
à  caufc  des  triangles  femblables  CDE^  CAH; 
ouCPE  y  CKH ,  on  aura  CK  :  CP  ::  AH  :  DE 
&  analytîquement  d:x::b:  —^  =  DE  ;  doac 
pour  avoir  la  demi  -  circonférence  du  cercle  qui 
a  pour  rayon  DE  &  de  celui  qui  a  pour  njonAH 
an  fera  m  :  n  ::  -^  :  Jitt,  &  encore  m:n:: 

a  am 

h  î  -^  l  en  multipliant  ces  demi '-circonfé- 
rences par  lés  rayons  correfpondants  >  on  au- 
ra les  furfaces  des  cercles  décrits  avec  les  rayons 
v4H&  DE,  dont  l'une  fera  JLiii*: ,  &  J'autre 
î~  ou  :^.  La  furface  du  ccrde  moyen  géo- 
méÉque  entre  les  deux  fera  -^^-^^  ou  -^t-. 
Donc  Je  cône  tronqué  fera  égal  à  ' 

~- —ji — r- x-j-  a  — -X  y  puiique  la 

Çgne  PK  eft  évidemment  a  r-  x.  La  folidité 
du  cylindre  correfpondant  fera  —^  x  a^xj 
OU  en  réduifant  à  la  dénomination  ma*,  ÎSt' 
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fncttant  -^  a  -  t  ^>^i^x-f« — rx  :  ainlt 
retranchant  le  folicfe  du  cône  tronqué  du  cy-» 
lindre  correfpondant,  on  aura  pour  la  foiidité 
dufegmentellipfoide  que  nous  défignerons  pat 
FA f  FA f •—  3"'»*^*  —  »/* A«  — Hét^ *»1j—  *"•'*' ^ 

-7-  ^  — p  jp ,  ou  en  réduifant 


mû* 


±n  M*  h^  »  fc*  .t*  —  w  4  A»  jr         I  I 


pu  ^X2«*  —  :r*  —  ax>c*-7^.  D  où  l'on  peut 
déduire  une  itgle  générale  pour  trouver  la  fo* 
lidité  de  cous  les  fegments  ellipfoides  ima- 
ginables formés  fur  un  eiUpfoide  droit  ou 
obliqué-    C.  Q*  F.  D. 

Corollaire  L 
5(6.  Si  Ton  fait  attention  à  Texpreflion  quel 
lions  venonç  de  trouver  on  verra  que  l'opéra- 
tion qu'il  faudra  faire  pour  toiferlefolided'un 
fegment  d'ellipfpide  quelconque  fe  réduit  à  ce 
qui  fuit.  D'abord  on  ajouterale  cercle faitfur  le  rayon 
CP  rtpréfentépar~att  cercle  moyen  géométrique  en-- 
tre  celui  qui  a  pour  rayon  CK,Cf  cdui  qw.  a  pour  rayon 
CP  9  lequel  eft  repréfemé  par^^i  20.  On  ôtera 
cette fomme  du  double  du  cercle  fait  Jur  CK  repréfenti 
far  ~;^.  jo.  On  muldpUera  cette  différence  par 
le  tiers  de  la  perpendiculaire  CK  moins  celui  de  la 
fieehe  PK;  Gr  enfin  4.0.  On  multipliera  ce  nouveau 
produit  par  le  rapport  du  quarré  du  diamètre  CB  ou 
AH  au  quarré  de  la  perpendiculaite  CK.  Tout  ce 
raifonnement  eft  déduit  immédiatement  de  la  for* 
mule  FAf  =  -ii- X  ^"^'  — ^"^  — ""^  X ?^. 

ÇOROLLAIKH      IL 

JÎ7.  Dans  la  fphére ,  la  perpendiculaire  CK 
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&  le  diamètre  AH  au  CB  font  égaux  8c  à  angles 
droits  :  doflç  la  folidité  d'un  fcgment  fphérique 
quekonque  peur  être  repréfentée  par 
V-^—'y — Zfx--^;  carie  rapport  ^  de- 
vient  l'unité ,  Se  par  conféquent  doit  dîfparoîcro. 

ÇoaoLiÀiEK  IIL 
5  58.  Si  dans  la  formule  générale  précédente 
^  X  2a*  —  **  —  a*  X  -i^ ,  on  fait  jr  =  o  ,  OH 
aura  par  la  réduâion  des  termes  ou  x  fe  trouve 
^x2a*x^  =  -^>;:*-;  c'efl-à-dirc,  que 
la  folidité  du  demi-ellipfoidei  eft  égale  aux 
deux  tiers  du  cylindre  circonfcrit  de  même  baie 
&  de  m^me  hauteur. 

PROPOSITION   IV- 

P  ROBZÊMX     IL 

J5^.  Trouver  la  folidité  £unfeSeur  àt  Jphér. 
roido  dliptiqtke  (Jig.  1 60  )• 

S  o  I.  u  T I  o  V. 

On  cherchera  d'abord  le  fegment  FAf^zi 
le  problême  précédent  ft  enfuite  on  ajoutera  à 
cette  folidité  celle  du  c6ne  CjFjf  dont  la  hau- 
teur eft  CF9  ^  ;  &  qui  a  pour  bafe  le  cercle 
dont  le  rayon  eft  l'ordonnée  DE  au  diamètre 
CA.  Seulement»  on  peut  remarquer  qu'en  dé- 
terminant le  quarré  de  cette  ordonnée  DE  »  il 
n'eft  pas  néceffaire  de  fe  fenrir  du  reftangle  des 
abfci  fles  AD^  aD^  mais  que  Ton  peu;  leur  fubfti; 
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tuer  les  abfcUTes  K¥j  kP  cnforte  qu'ayant  tou- 
jours coûfervé  les  mêmes  dénominations ,  op 
iMîzyy  =  hb-'  '4^'  ou  '"''zL''%  fi  ^'^^  "^"1- 
tîplic  cette  valeur  de  y  y  par  -^  9  on  aurçt 
la  folidité  du  cône  qu'il  faut  ajouter  au  feg- 
ineht  elliproïde  pour  avoir  Iç  feâeur  deipand^* 
Ç.Q.F.T. 

S  C  H  O  L  I  E. 
^6o.Si  Ton  compare  l'ellipfoïde  a  fa  (jphérc 
décrite  fur  la  ligne  Kk  comme  diamètre ,  on 
(roiivcra  que  rcllipfoïde  cft  à  cette  fphére  com- 
ine  le  quarré  de  CK  au  quarré  de  ÇjB*  Car, 
far  la  féconde  propofitlott  (  art.  y  JfO  ) ,  TelHpfoide 
cft  les  deux  tiers  du  cylindre  Nh  Se  la  fpherc  fe- 
roit  aufli  lés  deux  tiers  du  Cylipdre  dont  la  hauteur 
feroit  Kk  &  dont  la  bafe  aûroit  là  même  ligne 
pourdiamçtre.  Copc  ces  cylindres  font  entr'eux 
comme  les  bafes  puifqu'ils  ont  une  même  hau- 
teur ;  donc  ils  font  comme  les  cercles  faits  fur 
CK  &  CB  ou  comme  les  quarrés  de  ces  lignes. 
Si  au  contraire  on  compare  rettipfoïdç,àla  fphé* 
re  décrire  for  le  diamètre  Bb  ;  cette   fpere 
fera  les  deux  tiers  du  cylindre  fa^iç  fur  CB, 
Comme  rayon ,  Se  refîîpfoïde  eft  les  deux  tiers 
du  cylindre  fur  la  même  bafe  Se  dont  la  hauteur 
èft  CK.  Donc  ces  cylindres ,  ou  la  fphere  &  Tel- 
lipfoïde  I  feront  entf 'eux  comme  leurs  hauteurs 
c'eft  -  à  -  dire  comme  CK  à  CB.  Il  fuit  encoto 
de  -  la  que  l'on  pourroit  cpncevoir  un  ellipfoïde 
quelconque  droit  ou  oblique ,  comme  prove- 
nant d'une  fpjiere  dont  ou  aurok  allongé  qu 
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accoure!  toutes  les  ordonnées  proportionnel: 
lement  dans  le  rapport  de  CB  à  CK  ;  il  faut  eih; 
tendre  la  même  chofe  des  parties  correfpoB- 
dantes  de  ces  deux  corps ,  c'eft  à  -  dî're  des  feg- 
ments  &  fefteurs  elKpfoïdes  comparés  aux  feg- 
ments  ou  feâeurs  fphériques  correfpQndanu 
dont  les  cléments  fuivent  le  même  rapport. 

PROPOSITION      V. 

T II  £  O  R  £  M  M. 

%6i.  La  foUàïté  à* un  hyperboloide  quelconque. 
NIEKO  (/g.  i6i.)  eft  égale  âceUedmcêna 
tronqué  AGDB ,  moins  un  cylindre  de  mime  hau^ 
teur  ^  Gr  dont  la  bafe  ejl  un  cercle  qui  a  pourrayofk 
le  denû'dioinetre  £D  conjugué  au  demi  diamttre  SE. 

DéMONSTAATIOK. 

Par  un  point  P  quelconque  du  diamètre  SPQ, 
foît  menée  une  ordonnée  HIPKL  terminée  aux 
afymptotes  CS,  DS  que  Ton  fuppofe  accom-- 
pagner  l'hyperbole  NIEKO.  On  aura  par  la 
propriété  principale  des  diamètres  HP'-^Pl- 
omHIxIL^CE\  Se  fi  Ton  fubftinjc  aux 
quanrés  HP^  PP  &  CE"-  les  cercles  faits  fut 
les  mêmes  lignes  comme  rayons  j  on  aura  le 
cercle  de  PH  moins  le  cercle  de  PI  égal  au 
cercle  de  C£;  c  eft-à-dire  h  couronne  IHRLUi 
égale  à  la  bafe  du  cylindre.  Donc  fi  l'on  fuppofe 
le  cylindre  compofé  d  une  infinité  de  petits 
folides  parallèles  qui  ont  une  épaifieiic  infini- 


Éonfiiéréis  dans  le  C^ne.  Livn  V.       41  ^ 

iRCftt  petite  &  de  même  récuellc  hyperbolique 
compofée  d'une  infinité  de  couronnes  de  mê- 
me épaifeur  ;  les  éléments  du  cylindre  feront 
toujours  égaux  aux  éléments  correfpondants  de 
Técuelle  cllipfoïde.  Donc  la  fomme  des  uns  fe  ^ 
ra  égale  à  la  fomme  des  autres  ;  c^eft-à-dire , 
que  le  cylindre  cft  égale  à  Tccuelle  ellipfoïde 
de  même  bafe  &  de  même  hauteur.  Or  il  eft 
évident  que  Thyperboloïdc  eft  la  différence  de 
cône  tronqué  ACDB  à  1  ecuelle  CANEOBD. 
Donc  rhyperboloïdc  ferar  auffi  égale  au  cône 
tronqué  moins  le  cylmdre  de  même  bafe  Se 
de  même  hauteur.  C.  Q.  F.  D. 

CoROLi:.AIRS      L 

^62.  Il  faut  entendre  la  même  chofe  de  tout 
autre  corps  hyperbolique  dont  les  éléments  fe-- 
roient  des  figures  femblables  régulières  qui  croî- 
tront comme  les  quarrés  des  ordonnées  de  Thy- 
pérbole  NIEKO  :  alors  au  lieu  d'un  cône  on 
auroit  une  pyramide;  au  lieu  du  cône  tronqué 
on  auroit  une  pyramide  tronquée;  &  enfin, 
au  lieu  du  cylindre  on  auroit  un  prifme  de 
même  hauteur  3c  dont  la  bafe  feroit  le  poly- 
gone fait  fur  la  ligne  CD  ^  comme  ligne  ho- 
mologue aux  figures  femblables  qui  forment 
les  éléments  de  Thyperboloïde  propofé;  foic 
que  les  lignes  CE ,  ES  foient  les  axes  de  Thy- 
perbole  génératrice  y  ou  feulement  des  dia- 
mètres. 

COROLLAIRB      IL 

^^5*  Si  l'on  fait  attention  à  ce  que  nous 
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venons  de  démontrer  futles  propriétés  de  rJiy- 
perboloïde,  &  ce  que  nous  a^vons  expliqué 
ci- devant  fur  la  folidîtc  d'un  ellipfoîdc  quel« 
conque  »  on  verra  que  la  même  formule  peut 
donner  les  folidicés  de  ces  deux  corps ,  en  chan« 
géant  feulement  les  lignes  ;  car  pour  avoir 
une  portion  d'ellipfoïde ,  il  f^ut  retrancher  le 
cône  tronqué  de  même  hauteur ,  &  dont  la  bafe 
cft  yn  cercle  décrit  avec  le  diamètre  AH p 
(  fig*  1 60  )  il  faut  dis  -  je ,  retrancher  ce  cône 
du  cylindre  de  même  bafe  &  de  même  hauteur» 
au  iîeu  oue  dans  rhypcrboloïde  ;  c'eft  le  cy-^ 
lindre  qu  il  faut  ôter  du  cône  tronqué. 

COROLLAIKB     IIL 

5^4.  II  n'eft  pas  moins  évident  que  Vàn  tôî- 
fera^de  la  même  manière  ^  la  folidité  d^une  por^ 
tion  d'hyperboloïde  renfermée  entre  deux  plans 
parallèles  ^  tels  que  HRLHdc  ATBA  ;  en  ôtani 
du  cône  tronqué  le  cylindre  de  même  hauteur 
&  dont  la  bafe  efl  toujours  le  cetcle  fait  furie 
demi -diamètre  ED. 

COEOLLAIRE      IV. 

^6^.  Donc  où  pourra  toujours  déterminer 
Dne  portion  d'hypcrboloïde  égale  à  la  fplidité 
d^un  cllipfôïdfc  propofé. 

Défimiïions. 

i. 

^66.  Nous  appellerons  du  nom  Cortoide,  tout 
folidc  dont  lt%  cléments  font  compofés  des 
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èietclès  faits  fur  les  ordonnées  d'une  feâion  co;  « 
nique  quelconque. 

f  IL 

5  ^7.  Nous  appellerons  Diamètre  du  conoïde 
une  ligne  menée  du  fommet  de  la  parabole 
génératrice  au  centre  de  la  bafe  f  laquelle  eft 
auili  un  diamètre  de  cette  parabole. 

PROPOSITION  yi. 

5  58.  Si  ton  coupe  un  conoide  quelconque  par  un 
plan  de  quelque  manière  qu'il  Joit  difpojé,  il  en  ré^ 
fultera  toujours  une  feBion  conique  de  même  nature 
que  celles  que  nous  ayons  examinées  dans  la  livres 
pricédents. 

Cette  propoCtioA  peut  avoir  deux  cas  dans 
un  conoide  quelconque  ;  car  le  plan  coupant 
coupant  eft  placé  de  manière  qu'il  foit  paral- 
lèle AU  diamètre  du  conoïde ,  ou  bien  il  eft 
difpofé  de  manière  qu'il  coupé  ce  même  dia« 
snetre» 

DfMOMSTAT&IOK  POUR   LE  pA&BOLOIDE. 

L  C>x. 

$6p.  Soit  un  paraboloide  SLAKB  (fig.  1^2) 
compofé  d'une  infinité  de  plans  circulaires ,  qui 
croiâent  dans  la  raifon  des  quarrés  des  ordon- 
nées yiCjA^G  de  la  parabole  génératrice -^iVSJB. 
Nous  avons  déjà  vu  que  tout  plan  qui  coupera 
ce  corps  en  pafTant  par  lé  diamètre  CS  don- 
nera une  parabole  LMSIK  ^  qui  aura  le  même 
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paramètre  que  la  première  AESB  (an.  f^S): 
Imaginons  dans  le  cercle  de  la  bafe  une  ligne 
HT  parallèle  au  diamètre  ACBy  &  une  ligne 
au  diamètre  LCDK ,  &  une  ligne  ou  diamètre 
LCDK  perpendiculaire  à  la  ligne  RT.  Cette 
ligne  divilenéceflairement  ATen  deux  parties 
égales.  Prclenrcmcnt  par  le  diamètre  CS  &  la 
ligne  LCK ,  imaginons  un  plan  LSIK  ^  8c  par 
la  ligne  RT  un  autre  plan  J?£TparalleIe  au  plan 
ASBf  qui  rencontre  le  premier  LSK  dans  la 
ligne  ED.  Si  Ton  conçoit  encore  un  nouveau 
plan  MNIO  parallèle  à  la  bafe ,  ce  plan  fera 9 
par  la  définition  du  conoide  parabolique ,  ua 
cercle  décrit  du  rayon  NG.  Puifquc  les  plans 
MNI,  LAK  font  parallèles,  les  lignes  G/, 
CK  qui  repréfcntent  les  communes  feftions  de 
de  ces  plans  avec  le  plan  LSK  feront  parallèles; 
&  de  même  les  lignes  PQ ,  RTqui  font  les  in- 
terférions des  mêmes  plans  parallèles  avec  le 
plan  R£T,  feront  auffi  parallèles;  de  plus> 
puifque  CK  eft  un  diamètre  du  cercle  de  la  bafe 
perpendiculaire  par  hypothefe  à  RT;  GI  fera 
auffi  un  diamètre  du  cercle  MNPI  &  partant 
diyifera  PQ  en  deux  également  en  H;  donc 
EHD  commune  feftîon  du  plan  SEK  avec  le 
plan  RET^  fera  un  diamètre  de  la  courbe  RET 
refte  à  faire  voir  que  cette  courbe  efl  une  para- 
bole. A  caufe  des  cercles  LARK  ,  NMPI9  on 
a  RD'=lDxDRyScPH'^  MHx  Hh  donc 
on  aura  cette  proportion  RD^:PH^::LDxDK: 
MHxHL  Mais  la  courbe  L6K  étant    une 

parabole 


conjîdéréa  dans  le  Cône.  Livre  1^.  '^l'f 
parabole  dont  les  lignes  GS,  DE  font  des  dia- 
mètres &  les  lignes  £K ,  MI  des  doubles  or- 
données parallèles  entr'elles ,  on  aura  par  l'ar- 
ticle 87  LDxDK  :  MHxHI  ::  ED  :  EH;  donc 
auffiRD^:Pfl^::ÉD:£H;  donc  la  courbe  «£1 
cft  une  parabole.  G.  Q.  F.  D. 

C  O  E  O  L  L  ▲  I  &  B      ï. 

570.  Il  fuit  évidemment  de  cette  démonftrïi- 
tion  que  la  parabole  ïtET  a  le  même  paramètre 
àvL  diamètre  ÈD  que  celui  du  diamètre  C5  de  la 
parabole  génératrice.  Car  on  a  PH^=MHxHI±a 
GP-GH"^  ou  GP-EF^,  en  fuppofant  dans  le 
plan  CSK  Tordonnce  EÈ*  parallèle  au  diamè- 
tre CK.  Donc  (ï  l'on  appelle  P  le  paramètre 
du  diamètre  CS  y  on  aura  à  caufe  des  ordon- 
nées EF,  GI;  GP-£P=(GS^FS)xP=FG  ou 
EHxP  :  donc  PH*=£HxP;  ceft-à-dîre  que 
leparametre  du  diamètre  ED  eH  égal  à  celui 
du  diamètre  CS, 

CoRbLLAlRk  lî. 
J7  r.  Si  l'on  tranfporte  les  ordonnées  PH^ 
JRD  fur  les  ordonnées  correfpondantes  NG  ^ 
AC  dShs  la  parabole  ANSj  en  prenant  le* 
lignes  pG=Pfl&rC^RD;  il  tn  réfulteraune 
nouvelle  parabole  entièrement  égale  à  la  pre* 
miere  EPR  qui  aura  conféquemment  le  mémo 
paramètre  que  la  parabole  ANS  :  on  aura  donc 
pour  Tune  NG^  =  GSxP^  de  pour  la  féconde 
pG'  fe  FGxP  ;  donc  NG^-^-pG'  ou  NpxpO=± 
GSxP^GFxP ou  FSxP,  ou  enfin  £P,pulfque 
cette  ligne  eft  ordonnée  à  la  parabole  SEK  t 
donc  les  refltangles  NpxpQ ,  ArxrB  font  tou- 
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jours  cgaaxèntr'eax  &  au  quarré  de  laconftanttf 
£F;  donc  puifq[tre  ley  ordonnées  RD ,  PH  vont 
toujours  en  augmentant ,  les  parties  Np^Ar  doi- 
vent toujours  diminuer ,  fans  cependant  pou- 
voir jamais  être  nulles  :  doncles  paraboles  SNA^ 
Fpr  s'aptochent  toujours  les  unes  des  autres  y 
fans  jamais  pouvoir  fe  toucher.  Donc  elles  font 
afymptotes  les  unes  des  autres. 

Ce  coroUarre  efl  une  démonftration  complette  & 
direSe  de  cette  propriété  de  la  parabole  que  nous  avions 
déduite  des  propriétés  des  hyperboles  au  numéro  42  r. 
On  voit  de  plus  ici  que  ces  courbes  ont  les  unes  par 
rapport  aux  autres ,  Us  propriétés  de  Vk^perboU  pat 
rapport  à  fes  afymptotes  ;  &•  quelles  pourroient  fi 
décrire  de  la  mime  manière. 

Il     C^s. 

'^72.  Si  ton  coupe  un  conoide  parabolique  de  ma* 
niere  que  U  plan  coupant  rencontré  le  diamètre  àa 
tonoide  dans  quelque  point  ;  la  courbe  ipà  en  réful* 
iera  fira  encore  unefeSion  conique. 

,     DéMOMSTAATION     DU    II    CaS. 

Soie  un  conoide  parabolique  quelconque 
^ASB  (fig.  1 6^  )  coupé  par  un  plan  DKEL  qui 
rencontre  le  diamètre  CS  du  conoide  au  point 
R.  Par  ce  même  diamètre  faifons  pafleruD  plan 
ASBj  qui  coupe  la  courbe  DKE  dans  une 
ligne  DE.  Imaginons  encore  deux  plans  pa- 
rallèles à  la  bafe  ACEj  dont  les  communes 
feftions  avec  le  plap  ASB  foîent  repréfentés 
par  les  lignes  MN  y  OP;  &  qui  rencontreront 
le  plan  DKEL  dans  les  lignes  KL,  IH  qui 
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feront  néccflaircment  parallèles  entr  elles  &  en 
même  temps  des  orck>nnées  des  cercles  MKNL  ^ 
OHPI.  Il  eft  évident  que  les  lignes  MN,  OP , 
DE  font  des  fécances  intérieures  à  la  parabole 
^SB.  Nous  avons  démontré(arr.8  2)  qu'en  nom^ 
mant  P  &  p  les  paramètres  des  diameteres  qui 
divifent  en  deux  parties  égales  les  fécantes  MNf 
OP  &  la  troifieme  DE ,  on  auroit  MFxFN:DF>c 
FE  ::  P:p  &  OGxGPiDGxGE  ::  P:p  ;  donc  on 
aura  MFx  FNiDFx  FEiiOGx  GPiDG  x  GE. 
Mais  à  caufe  des  cercks  MKNj  OHP  on  a 
MFxFN^KFxFLyôcOGxGP^GHxGh 
donc  en  mettant  ces  reâangles  au  lieu  des  pré- 
cédents ,  on  aura  KFx  FL  :  DFx  FE  ::  Gti  x 
GI:  DG  X  GE.  Donc  ,  par  les  propriétés  des 
fécantes  de  rellipfe,  cette  courbe  DKEI  fera 
une  ellipfe^  puifque  les  reftangles  de  deux 
lignes  parallèles  entr'elles,  font  entr'eux  com« 
me  les  rediangles  des  abfciiTes  correfpondantes» 
C.  Q.  F.  D. 

Démonstration. 

P  OV  ft     j!  E  L'L  1  P  s  O  1  D  E.    h     CjfT. 

573.  Soit  un  eUipfoide  ANBO  {fig^i6j0  com-^ 
pofé  d'une  infinité  d'éléments  circulaires  qui  croijfent 
comme  les  cercles  formés  Jur  les  ordonnées  RO ,  MS 
du  diamètre  AB  de  Vellipfe  génératrice.  Si  Von  coupe 
eejolidepar  un  plan  EHIDKL  parallèle  au  diamètre 
AB ,  je  dis  que  la  courbe  qui  réfultera  de  cette 
feSion ,  fera  une  feSion  conique. 

Démonstration. 

Par  le  diamètre  AB  de  rellipfoïde,  conce- 
vons un  plan  ADEB ,  qui  coupe  le  premier 

Ddij 


A  I 
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plan  coupamt  dans  une  ligne  DE  laquelle  eff 
Béceffairemcnt  parallèle  au  diamètre  AB;  h 
courbe  qui  naicra  de  la  feâion  de  rellipfoïde 
par  le  plan  qui  pafle  par  le  diamètre  AB  ^  fera 
une  elUpfe  comme  il  eft  évident  par  la  géné- 
ration de  ce  corps.  Gela  pofé ,  par  deux  points 
quelconques  G ,  F  de  la  ligne  DE  dans  le  plan 
DANB  foient  menées  les  ordonnées  OGRPf 
MFSN  au  diamètre  AB ,  &  par  ces  lignes  ima- 
ginons encore  deux  plans  parallèles  entr  eux, 
&  difpofés  de  telle  manière  à  l'égard  du  dia^ 
mètre -^B,  que  les  feftions  coniques  OIPK^ 
MHNL  foient  â^s  cercles  ou  des  éléments  de 
rellipfoïde  :  ces  cercles  rencontreront  nécef^ 
fairement  le  premier  plan  coupant  ELDI 
en  deux  lignes  IK ,  LH  qui  feront  parallèles 
entr'elles.  Cela  pofé  y  il  eft  vifîblc  que  les 
lignes  OP,  MN  âc  la  ligne  DE  font  des  fé- 
cantes  intérieures  de  l'ellipfe  ODANB  dont 
les  deux  premières  font  parallèles  aux  ordon- 
nées du  diamètre  AB  &  la  troifieme  eft  paral- 
lèle au  diamètre  AB  lui  -  même;  on  aura  donc 
(4rf.  212  )  OGxGP:MFxFN  r.EGx 
GD  lEFxFD;  mais  à  caufe  des  cercles  OKP^ 
MLN  on  zOGxGP^GKxGI,  &  MFx 
FN=  LFx  FH  :  donc  en  mettant  ces  reftaa- 
gles  à  la  place  des  précédents ,  on  aura 
CKxGIzLFxFH::EGxGD:EFxFD. 
D'où  il  fuit  que  la  courbe  faite  par  le  plan  cou- 
pant DHE  eft  une  ellipfe.  C.  Q.  F.  D.  . 

J  /      C  j4  s. 

574.  Si  le  plan  coupant  DHE  rencontroïc 
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le  diamètre  en  quelque  point ,  on  démontre-» 
roit  précifément  de  la  même  manière  que  la- 
courbe  quien  réfulteroît ,  eft  une  ellipse;  puifque* 
dans  cette  hypotéfe  Icsreâanglesdc  deux  fécan- 
tesquelconques  parallèles  entr'eIlcs,feroient  en- 
tt'cux  comme  les  reâangles  des  parties  d'une- 
même  droite  coupée  par  les  deux  premières. 
Donc-  on  ne  peut  couper  que  des  cUipfes  dans 
une  cllipfoïde  quelconque. 

Dé  MON  STH  A  T  I  O  N.. 
POVR       L    H  y  P  £  X  MO  1,01  D£.      L    C  j4  Té 

J7Ç.  Si  l'on  coupe  un  kyperboloide  par  un  plan 
pé^alUk  au  diamètre  AB(j%.  16)  j  la  courbe  qui. 
en  réfulterafera  une  hyperbolf^ 

DéMOKSTKATIOM. 

Nous  imaginerons  toujours  rhypcrboroHè 
formé  comme  les  autres  conoides  d'une  infinité ^ 
de  cercles  qui  ont  pour  rayon  les  ordonnées 
de  Khyperbolc  généjatricc.  Par  le  diamecre  AB 
je  fuppofe  qu'on  ait  fait  pafler  un  plan  qui 
coupe  le-  premier  plan  coupant  HDKL  dans» 
une  ligne  DFf  qu'il  Ifaut  concevoir  prolongée- 
en  £  ^  jufqu  a  la  rencontre  de  1  hypcrboloide 
cpporé.  La  courbe  MOAPN  fera   évidem- 
ment une  hyperbole.  Je  fuppofe  encore  deux^ 
plans  élémentaires  OJP  ,  MHN  parallèles  en* 
tr'eux.  Cela  pofé  ,  il  eft  évident  que  les  lignes; 
EDF,  OP,  MN  font  des  fécanres  de  l'hyper- 
bole MDAN;  ainfi  l'on  aura  OGxGP:  MFxj 
FN::  EG  x  GD  :  EF  x  fD  ;  mais  à  caufe  dea, 
cerclesOiP,  MHN  on  2lIGxGK=0GxGP^ 
AHMkFL  =  MFkFNi^  doue  dans  le  plaa. 
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coupant  HDL  on  aura  IGxGK:HFxFL::EGx 
GD  :  EFx  FD^  d'où  îl  fuit  évidemment  que 
la  courbe  cft  une  hyperbole.    C.  Q.  F.  D. 
Il     C  ji  s. 
J7(î,  Si  le  plan  coupe  le  diamètre  de  Vhj^ 
perboloide,  la  courbe  ne  fera  plus  une  hy- 
perbole mais  une  ellipfe.  Ce  qui  fe  démontre* 
roît  avec  la  même  facilité  par  le  moyen  des 
fécantes  intérieures  de  l'hyperbole.  On  peut 
donc  conclure  en  général  que  de  quelque  ma-  ^ 
BÎere  que  Ton  coupe  un  conoide ,  il  en  réful- 
tera  toujours  une  feâion  conique  de  même 
genre  que  celles  que  nous  avons  examinées  dans 
ks  trois  premiers  livres.     C*  Q,  F.  D. 

Co&OLL  AIR£.       L 

577.  Dans  le  paraboloide  &  dans  Thypcrbo- 
loide,  on  pourra  toujours  trouver  deux  fortes 
îde  courbés  ;  fçavoir  une  du  genre  elliptiqne  Se 
une  du  même  genre  que  la  courbe  génératrice 
du  conoide  propofô:au  lieu  que  dans  Pellipfoide». 
on  ne  peut  couper  que  des  courbes  du  genre  el- 
liptique.     CCROJLX.AiaE     IL 

jfyS.  On  remarquera  encore ,  que  toutes  les 
fois  que  le  plan  coupant  efl;  parallèle  au  dia* 
mètre  du  conoide  y  chaque  courbe  qui  refaite 
de  la  feâion  eft  femblable  à  celle  que  Ton 
détermineroit  par  un  plan  qui  feroit;  mené 
par  le  diamètre  conoide  parallèlement  au  pre« 
mier  plan  coupant.  Ainfi  dans  le  paraboloide 
&  rhyperboloide  toutes  ces  courbes  ferooK 
afymptotes  les  unes  par  rapport  aux  autres. 

Bn  da  ànfuîemt  Urrc  (x  dcsfcSiam  conigue^^ 
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O  ^  M  E  les  dcmonftratîons  que  nous 
avons  données  fur  les  propriétés  des  fécanres^ 
intérieures  &  extérieures  quoique  générales  ^ 
pourroienc  cependant  paroitre  un  peu  dificiles  ; 
Se  que  d^ailleurs  en  travaillant  à  cet  ouvrage  ^ 
j'en  ai  trouvé  une  qui  m*a  paru  plus  fimple  que 
toutes  celles  que  je  connois  :  je  crois  qu'on  la 
▼erra  ici  avec  d'autant  plus  de  plaiHr  qu'elle 
devient  un  corollaire  très-naturel  dline  pro* 
priété  commune  à  toutes  les  feAions  coniques 
que  je  n'ai  point  vue  dans  les  auteurs  les  plul 
connus.  Je  ïai  déjà  fait  entrevoir  en  traitant  les 
ptopriétéç  des  hyperboles  afymptotes  ;  &  quoi- 
que ce  que  j'en  ai  dit  foit  plus  que  fuffifanc  pour 
des  perfonnesun  peu  avancées ^  je  me  fuis  néant<» 
moins  déterminé  à  la  donner  encore  ici ,  foit 
pour  ne  rien  laifler  à  deviner  aux  commençants  ^ 
foit  pour  la  préfenter  dans  toute  la  généralité 
qui  lui  convient  »  3c  enfin  pour  faire  quelques 
obfervatiens  que  je  n'aurois  pas  piL  faire  alu S; 
lans  m'écartcr  de  mon  fujet. 

Th  iORÉM  M      GÊNiRAÙ 

pour  toutes  les  ferions  coniques^ 


"ij.aij.  Supplémefé  ^ 

conïqat  quelconque  (  fig.  i  (J  < ,  1(^7 ,  l  ^8  €r  i  tf 9  ) 
0n  fait  pajfer  fur  le  même  jltan  une  courbe  fembla- 
iU  à  la  première;  &  quenfuite^  ayant  mené  pap 
U  même  point  la  tangenn  BD  à  la  courbe  déerit&j 
Ér  terminée  au  périmètre  de  Vautre  ;  on  tire  pat 
tant  de  points  O,  o  que  ton  voudra  des  droites  MON, 
mon  par^Uiks  àcettte  tan^nu  &  terminées  départ 
£r  d^ autre  au  contour  de  la  première  courbe;  je  dU 
^uel'on  aura  toujours  MO  ^c  ON  =  80% 

DéMONST&AXIOK^ 
pour  la  Parabole.  (  fig.  166  y 
Toutes  les  paraboles  étant  des  figures  iêm-» 
l)lablès  >  celles  qui  font  ({écrites  avec  le  même 
paramètre  le  font  aufO  :  cela  po£é  »  ayant  fait 
pafler  par  le  point  B  un  diamètre  ABP  Se  mené 
à  ce  diamètre  Tordonnce  BD  qui  déterminera 
Vangle  des  ordonnées  9  puîfqu'^lle  eft  fuppofce 
tangente  en  ^  ;  &ppofant  de  plus  que  P  ioit 
le  paramètre  de  la  parabole  propofée  Se  de  celle 
à  décrire; par  4}n  point  quelconque  Pdudia^ 
mctrç  ABP  \^  mené  l'ordonnée  Q  P  que  )C 
pFplojpge  de  part  &  d'autre ,  )ufqu'à  ce  qu'elle 
rencontre  la  première  parabole  aux  points  M  ^i 
il  e(l  évident  que  cette  ligne  cft  une  double  ou 
dominée  du  diamètre  ABP  pour  les  deux  parar 
l)oles  ;  donc  on  aura  pour  la  première 
MP'^  =  {4B^BP)xP^  &ppur  la  féconde» 
fO^=^P  X  P  î  donc  A1P*--P0^  ou  MOxOiNfc* 
iAB^  BP)xP --  BP >^P ,  ou  en  réduifaoR 


•  ëiutSeSîonic$niqtte9:  ^2f 

REMARQUE. 

■jSo.  Si  les  deux  paraboles  ne  font  pas  décrites 
avec  le  même  paramètre  »  on  ne  trouveroit  pas 
précîfénicnt  le  même  rapportjmaîsles  reâangles 
MOxON  feroient  toujours  dans  un  rapport 
confiant,  commç  il  eft  aifé  dç  s'en  coiivaincre, 

PéttONSTRATIONi. 

fourVEllîpfi.  . 

'58 1.  Par  le  centre  C  &  le  point  B  (fig.  i  (Î7)ayant 
nen^  un  diamètre  ABCba  y  avec  fon  ordonnée 
BD  qui  détermine ,  comme  dans  le  cas  précé- 
dent ,  l'angle  des  ordonnées  de  la  courbe  à  dér 
crire  avec  le  diamètre  Bb  ,  Se  fùppofant  une 
droite  MPN  qui  coupe  les  deux  ellipfes  Se  qui 
cft  parallèle  à  BD  y  on  aura  pour  la  première 
iHP*  :  CA'  -  CP"^  ::  CP  :  CA'  ;  Se  pour  la  fe^ 
conde  PO"^  :  CB"^  -  CP"^  ::  CG*  :  CB'  ;  mais  à 
caufe  que  ces  courbes  font  fuppofées  fcmblablesf 
les  diamètres  conjugués  correfpondants  font 
proportionels  ;  donc  CP  :  CA'::  CG^  :  CB*; 
donc  MP'  :  PO"^  ::  CA'  -  CP'  :  CB'  -  CP'  ; 
donc  dividende  MP'^PO'iMP'  ::  CA'-CP'^^ 
CB'+  CP'  :  CB*  -  CP\  ce  qui  fe  réduit  à 
MOxON:  MP'  ::  CA'  -  CB'  :  CB'  -  CP'  ; 
mais  par  la  propriété  des  ordonnées  BD ,  PM 
on  a  cette  proportion  BD'  :  P  Al*  ::CA'^. 
CB'  :  CB'  —  CP'  ;  donc  on  aura  encore 
mQ^Qi^:MP.\: BD^iMP' ;  donc,  puîf^UQ 
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les  conféquents  font  égaux ,  les  antécédents  le 
feront  auffi  &  ilonneront  MO  x  ON  =  BD^^ 
C.  Q.  F.  D. 

REMARQUE- 

5  22.  II  eft  aifé  de  voir  que  la  même  propriété 
doit  auflj  fe  trouver  dans  le  cercle.  Ladémonf- 
iration  n'en  devient  que  plus  fimple  par  l'égalité 
confiante  des  diamètres  conjugués.  Voyez  lafi:^ 
gure  i6S. 

DéJion^teatïok* 
pour  ŒyperboU. 

I S  3 .  Par  le  point  donné  B(fig.  1 6g)8c  te  centre  C 
de  rtijperbole  M  AN  ayant  mené  le  diamètre 
CAB  avec  fon  ordonnée  £D,  qui  détermine 
toujours  l'angle  des  ordonnées*  de  l'hyperbole 
à  décrire  avec  le  même  diamètre  ;  je  mené  à  cette 
ligne  prolongée  jufqu'à  l'afymptote  en  G  »  la 
parallèle  yf  F  aufli  terminée  à  l'afymptote.  Il  ell 
évident  que  les  lignes  CA^  CB;  AFf  BG 
font  les  diamètres  conjugués  correfpondants  des 
hyperboles  M-4iV,  OBQ.  Cela  pofé,  conce- 
vant toujours  une  droite  MN  terminée  de  part 
Se  d'autre  au  périmètre  delà  première  hyperbole» 
Se  parallèle  à  la  tangente  BD ,  on  aura  cette 
proportion  pour  l'ordonnée  MP ,  MP^  :  CP*— 
CA^  ::  CA"^  :AF^;  &  pour  l'ordonnée  PO  ^ 
PO'  :  CP"^  ^  CB"^  ::  CB*  :  BG';  donc  puifque 
les  hyperboles  font  femblables  (  hyp.  )  leurs  dia- 
mètres correfpondants  font  propprtionels.  Ckt 


ëux  SeBîims  eaniques  '^^'f 

aiiira  donc,  CA^iCB^  iiAF^iEG"^  ;  donc 
MP'  :  PO'  ::  CP"^  -  C^*  :  CP^  -  CB\  Donc 
dmdtnio  MP'  -  PO"^  :  MP"-  ::  CP'  -  CA"^  - 
CP'  +  CB^  :  CP*-C^* ,  ou  en  réduifant 
MOxON  :  PAP  ::  CB*  -  CA^  :  CP"^  -  C-4^  ; 
maïs  à  caufe  des  ordonnées  B  D ,  PM  on  a 
CB*-  Cy4*  :  CP^  ~  C^*  ::  BD^  :  PJW*  ;  donc 
MOxON:  PM'::BD'  :  PM'  ;  donc  MOxON^ 
BD\  C.  Q.  F.  a 

Corollaire    L 

584.  Ondémontreroic  de  la  même  manière  que 
le  reftanglciWQxQA^cft  toujours  égal  au  quarré 
de  la  confiante  BL  ou  de  fon  égale  BD  (fig.  1 6S) 
&  de  même  dans  toutes  les  autres  figures.  Donc 
I®.  les  parties  MO  y  NQ  comprîfes  entre  les 
deux  courbes  fur  une  même  droite  font  tou* 
jours  égales  entr'elles.  2®.  Puifque  les  ordon- 
nées POi  po  vont  toq jours  en  augmentant  en 
s'éloignant  du  fommec  de  la  courbe»  il  faut 
que  les  parties  MO^QNoumoyqn  diminuent  con« 
tinuellement  ;  d'où  il  fuit  que  ces  courbes  font 
afymptotes  les  unes  par  rapport  aux  autres.  C'eft 
ce  que  nous  avons  déjà  démontré  pour  la  para-* 
bole  &  pour  l'hyperbole.  Dans  Tellipfe  {fig.  1 6j) 
la  plus  petite  diftance  des  deux  courbes  9  mefurée 
{va  des  parallèles  à  BD  eft  FG  différence  des 
deux  deml-diametres  CF»  CG  coiyugués  aux 
deux  demi«diametres  CA ,  CB^ 

COROLLAI&X,       IL 

^S^.Ufuitencoxede-làquelideuxligncsdroItef 
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!^2%  'SuppVlment 

fe  coupent  en  quelque  point  au-dedans^ou  tu^ 
dehors  d'une  feâion  conique  quelconque,lesrec» 
tanglesdes  fegments  de  ces  lignes  feront  toujours 
dansun  rapport  conftant.Nousavonsdêjadémon* 
tré  cette  propofitionfur  l'hyperbole,  nous  allons 
en  faire  la  démonftration  fur  la  parabole  &  fur 
Tellipfe,  afin  de  faire  voir  la  facilité  avec  la- 
quelle cette  propofition  qui  eft  la  plus  géaé« 
raie  des  feâions  coniques^  fe  déduit  de  b  pré-^ 
cédente* 

Démonsthatiok. 
pour  la  Parabole. 
$B6.  Soient  deux  droites  AB ,  MN(fig.i'jo)f 
qui  fe  coupent  en  un  point  O.  Par  ce  point  je- 
conçois  une  parabole  ODF  femblable  à  la  pre- 
mière &  décrite  avec  le  mèice  paramètre.  Par 
le  point  /milieu  de  la  fécante/|jB>je  mené  le  dia- 
mètre WC  qui  coupe  cette  nouvelle  parabole 
au  point  D  »  par  lequel  je  mené  la  tangente  DE. 
Pareillement  par  le  point  L  milieu  de  la  fécante 
Af  A^,je  mené  le  diamètre  LfK  quicoupe  la  nou- 
velle parabole  au  point  F  par  lequel  je  mené  la 
tangente  FG.  Cela  pofé,  par  la  propofition  gé-  . 
nérale  quç  nous  venons  de  démontrer ,  on  aura- 
JOxOB=  DE\  &de  même  lkOxON=  FG\ 
Mais  les  droites  DE,  FG  étant  des  ordonnées 
aux  diamètres  CD  ^  KF  dont  nous  défignerons- 
les  paramètres  par  P,  j^  ;  on  aura  D£* = CD  x  P 
&  FG^=KFxp.  Donc  AOxOBMOxONiiCDx 
P  :  KFx  p.  Pe  plus,  fi  l'on  fait  attention  que  les 
lignes  ou  diamètres  CI,  KL  font  parallèles. & 
ipfiois  &  ^ue  les  rectangles  de  ces  dîametres^pac: 


aux  SèSîam  eùntques.  ^ifH 

tes  lignes  finies  CD^  KF  doivent  être  égaux 
critr'eux  ^  il  s^en  fuit  que  les  lignes  CD ,  KF 
font  auffi  égales.  Donc  AOxOB:MOxON::P:p. 
Ceft  ce  qui  a  été  déjà  démontré  dircftemenc 
iur  la  parabole.  Liyre  premier»  arL  1 8. 

CoROLLAIESl' 

58  6*  Il  fuit  de  ceue  démonftracion  que  les  parties 
des  diamètres  comprifes  entre  deux  paraboles 
afymptotes  font  toutes  égales  entr'elles.  Il  fuit 
encore  de-là  que  la  demi-couronne  parabolique 
DOSTGCKA^XZ^Deft  égale  au  reftanglc 
TSZX  ;  car  les  éléments  de  cette  couronne  Se 
du  reâangle  font  tous  égaux  entr  eux,  &  la  ligne 
TXen  mefure  le  nombre  de  part  &  d'autre. 

DÂHONSTR  AT  ION* 

pourVEUipfe. 
'587.  Par  le  point  O  où  f  e  coupent  les  fécantes 
MNj  concevons  une  eliipfe  DOG(fig.  171  ) 
femblable  à  la  première.  Par  le  point  I  milieu 
de  la  fécante  AB  Se  le  centre  C,  foit  mené  le 
diamètre  ClI^f  &  fon  demi-conjugué  CE  pa* 
rallele  à  AB.  De  même  par  le  point  K  milieu 

.  de  la  fécante  MN  &  le  centre  C  foit  mené  le 
diamètre  RCS  &  fôn  demi^conjugué  CL.  Aux 
points  D,  G  où  ces  diamètres  coupent  Tellipfc 

•  intérieure  ,  foicnt  menées  les  tangentes  à  cette 
couibe  DF  parallèle  à  iV/A^  &  GH  parallèle  à 
AB.  Cela  po(é,on  a  par  la  propofition  générale 
AOxOB  =  GH'  Se  MOxON  =  Dr.  Mais  les 
tangentes  GH,  DF  font  auffi  dts  ordonnées 
aux  diamètres  TK ,  RS  ;  doBC  on  aura  pour  la 
première  ordonnée  GH^CP-^CG^XE^CP, 
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&  pour  la  féconde  DP:CR*-CD*;:CL\C1Î'. 
Mais  puifque  ces  courbes  font  femblables,  les 
diamètres  CT^  CR  &  leurs  homologues  CGy  CD 
font  proportioncls.  Donc  CVïCR^nCG'^iCD^  , 
donc  CT-^^CG':CP::CR^--CD^:CR\  Donc 
GH':DP::CE':CL^ldcmcenûnAOyOBMOx 
pN::CE':CL\  C.  Q.  F.  D. 

se  HO  LIE, 
'588.0ndémontreroitdemêmeIesproprîétéscIes 
lëcantes  extérieures  dans  toutes  ces  courbes  ;  en 
imaginant  une  courbe  femblable  à  la  propofée, 
&  qui  pafleroit  par  le  point  où  les  fécantes  exté- 
rieures fe  rencontrcroîent.  Quandàladeicfip- 
tion  de  ces  courbes  femblables  qui  paflênt  pac 
un  point  donné ,  elle  fe  déduit  encore  immédia- 
tement de  cette  propriété  générale.  Pour  cela 
il  n'y  a  qu'à  mener  par  le  point  donné  fur  le 
plan  de  la  Courbe  des  droites  BPpb ,  CPpci 
jiPpa  ,  DPpd  {fig.  172  ,  173  &  174  )  terr 
minées  de  part  &  d'autre  à  la  courbe  donnée  i 
&  fi  Ton  prend  les  parties  ap  =  AF ,  ph  =  PB  ^ 
pd=PD  Sec.  chacune  à  fa  correfpondante  » 
tous  les  points  p  déterminés  par  cette  opération 
feront  à  la  courbe  demandée.  Tout  ceci  ne 
fouffire  aucune  difficulté.  Il  n  eft  pas  moins  évi« 
dent  (fig.  174  )que  chaque  point  p  déjà  trouvé 
peut  fervir  à  en  déterminer  autant  d  autres  ^u'il 
fera  nécefiaire:  enfin  cette  defcription  des  cour- 
bes afymptotes  Se  femblables  n'efi  pas  difie- 
rcntede  celle  des  hyperboles  entre  leurs  afymp- 
totes ,  Se  elle  eft  fondée  fur  les  mêmes  principe^ 
FIN. 
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DES    M  A  T  i  E  RE  S>. 

AVERTUSEMENT. 

Les  chiffres  marcjacnt  feuleitocnc  les  ardcîés  de 
non  les  pages. 

DE  LA  iPARABOLE.   Lit.  t 

y- 

■P  ^  E  M  M  £  foâdamtntal  pàwr  tinteUigence  dé 

cet  ouvrage. 
Art.  I .  Définition  &  génération  dt  la  parabole, 
art.  2.  Cette  courbe  a  deux  branches  qui  s'étendent 
àtinfini. 

^.  ùr  é^.  Ûeqi^c*e/tqùèleVoytTdelapMràb$U^ 

5.  Direârice  Ue  la  parabole. 

6.  Ce  que  ceft  que  Taxe  de  la  parabole. 

7*  Sommée  de  cette  courbe»  Ctfi  U  point  le  plus 
proche  de  la  direSriee. 

8i  Définition  des  Ordonnées  ou  Appliquées  à 
taxe. 

^.  Définition  des  Abfciflfes  ou  Coupéesie  Vûxe 

10.  Définition  du  Diamètre  dt  une  parabole^ 

1 1  •  Définition  dés  Tangentes, 


îj  Ta  ^  l  k 

art.  12.  Définition  du  Paramètre  it  Vaxe.  dm 
ligne  tfl  double  de  U  diftUnce  du  foyer  à  bi  à-- 
reSrice. 

15.  Propriété  de  foyer  par  rapport  au  paraméré 
de  Vaxe. 

14*  Dans  la  parabole^  le  quarré  et  une  ordonnée 
quelconque  eft  égal  au  double  produit  de  Vabjcijfe  far 
une  ligne  confiante  f  quiefiUdifiànceduffyern  Ul 
dirt&rice. 

1  ^.  Autre  txprtffioh  du  ^arré  d'une  ordonnée 
fuelconque. 

1 6.  Les  quarrés  des  ordonnées  de  cetu  courbe  font 
entr'eux  comme   de  leurs  abjciffis. 

1 7«  Proportion  par  laquelle  on  détermine  le  para^ 
mètre.  Cette  ligne  efi  tro^éme  proportionntlU  à  tor^ 
donnée  &  àjon  abfcîjfe. 

1 8.  Une  lighe  perpefidiculaîte  à  taxe  &  mmh 
par  le  Jommet  de  la  parabole  eft  tangente  en  ce  point, 

i^.Un  diamètre  ne  rencontre  la  parabole  qu'en 
un jeul  point. 

20.  Une  ligne  droite  qui  divife  en  deux  égak'» 
nient  une  autre  droite  menée  £un  point  dé  la  direc'- 
trice  qu  foyer ^  &  qui  lui  eft  perpendiculaire,  eft 
tangente  à  la  paraboUé 

2  *  L'angle  fait  par  la  tangente  aH^ec  taxe^  tfi 
égal  à  l'angle  compris  entre  la  direSrice^  &  une 
ligne  menée  du  foyer  au  point  oà  cette  direSrice  eft 
rencontrée  par  une  perpendiculaire  abaiffée  du  point 
touchant. 

a  3*  Une  parabole  9  fon  axe ,  &  fon  foyer  étant 
donnés  j  trouver  une^  tangente  qui  faffe  avec  taxe 
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un  angle  égal  à  un  angle  propcfé^  powrvA  qu'il  ne 
Jm  pas  plus  grand  quun  droit. 

24.  Par  un  point  de  la  parabole  f  on  ne  peut 
mener  qu'une  tangente. 

^f.  Toutes  les  tangentes  à-  la  parabole  rencontrent 
Vaxe  &  les  diametrerde  cette  courbe. 

26.  Trouyer  une  tangente  qui  fajft  avec  Vaxe 
un  an^  moindre  que  quelqu  angle  donné  que  ce  foit. 

2J.  La  partie  de  Vaxe  comprife  entre  Je  fommet 
de  la  parabole  &  la  rencontre  du  mime  axe  par  une 
tangente^  efiégalà  Vahfciffe  corfifpondante  à  cette 
ordonniez 

2%.  Si  Von  mené  par.  le  fimmet  une  tangente  à 
te  point  f  €r  une  droite  quelconque  terminée  à  un 
diamètre  f  parallèlement^  â  la  tangente  menée  par 
V origine  de  ce  diamétral  les  parties  de  ce  diamètre 
oomprijes  entre  fon  origine  &  Us  rencontres  de  ces 
droites  font  égales. 

2jf.  La  ligne  double  de  V^fcijfe  &  comprife  entre 
f  ordonnée  &  la  rencontre  deVaxeparunetangeA^ 
te  eji  appellée  Sou  •  tangente. 

30.  Un  point  étant  donnéfur  la  parabole  :}  mener 
une  tangente  à  ce.  point.  \ 

3  u  D*un  point  pris  fur  le  prolongement  de  Vaxe, 
mener-  une  tangente  à  la  parabole. 

3  2.  Une  parabole ,  fon  axe  ^  fon  foyer,  fa  di- 
rtSrice'  &  un.  point  Jur  le  mime  plan  étant  don^ 
nés  ;  mener  une  tangente  qui  pajfe  par  ce  point. 

3.3.  Ce  problème  a  toujours  deux  folutloas  tant 
que  lepo'mt  nejl  pas  fur  la  courbe. 

34.  V angle  compris  entre  un  diamètre  tf  une 

aij 
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tangenu  tfi  égal  à  Vûngle  eompru  entre  la  mimt 
fangente  &  une  droite  peitfie  de  Vùr^ine  df  ce  dU^ 
rp.€îrt  au  foyer, 

art.  3J,  36,  Çb'  37.  Apptic^iqndespfij^iéiésdi, 
ia  paraboU  aux  corps  à  rtffort  (fàla  cau^tr't^. 

^Z.  Si  par  un  poim  touchant  9  on  mené  une per^ 
fendiculaire  à  U  tangente ,  jujqui  ce  qaeUe  ren^ 
Contre  Vaxe  ;  la  partie  de  Vaxe  comprife  <if«re  for- 
domée  &  cette  perpenditulaune  y  ^  toujaurs  ègalt. 
^  la  moitié  du  paramètre  de  Vaxe. 

39»  Autre  propriété  de  çttte  ptrpenJ^jdaire. 
^o.  Péfinitiofi  de  la  Spu-normale  ou  Sou-petr 
pendiculatrs. 

4,i.  La  fou-pefpendiculaire  eft  tmifnars  cenflaniei 
f{ie  efi  égale  à  la  moitié  du  paramètre. 

42.  Ufage  de  la  fqu-nomale  pour  la  fibaien  de 
f^u^uTA  problèmes. 
'    43^  Âff^catiori  à  un  exemple. 

44»  4Î  >  4<î»  47. 4^  »  4J  t  Êr  5^0.  trapnétés. 
M  la  parabok  néceffaires  pour  démontrer  lesfrûpriétis^ 
des  diamètres. 

5:  !••  Une  droite  quelconque  paraUde  à  une  tartr 
génie  Gr  terminé  de  part  &  d'autre  d'un  Jiametri 
ô  deux  points  de  la  coûrie  ,  efi  coupée  en  deux  égale» 
ment  par  le  diametrre  quipajfe  par  le  peint  dt  oanxaB. 
ja.  Toute  paroMé  à  uûe  tangeme  eamprife  entre, 
|d(  aoutbe.ù^  le  diamètre  qui  pafe  par  le  fomc  t«f- 
}^hant  l  efi  une  Ordoiméè  àee  diameereu  - 

5  3,  Vartgl!^  dz  I^  tangente  arec  it  diamètre  dér^ 
^rmine  J^ angle  des  ôfdoeméeh 
'<  4.  Les  parties  dan  diametn  «ipjprî/îi  gW^/« 
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4Br^ne  &  U  rtncontrt  des  oriorinéisfQfU  ippeUéts 
Àbfcifles  it  ce  diamètre 

$^.  Les  quarrés,  des  ordonnées  à  un  dUm^trefont 
^r*eux  câmme  les  ahfcijfes  correfpondmntesp 

^6.  Une  trcifieme  froportionelle  à  l'abfciffeft 
à  une  ordonnée  correfpondâme^  efiappeUée  paramer. 
p^  de  ce  diamètre. 

5  7  >  &  (  8.  Lfi  fuarrés  des  ordonnées  font  égaux 
aux  produits  de  leurs  abfcijfes  par  le  paramètre.  Oefi, 
de  cettf  propriété  que  le  paramètre  a  été  ainfi  nommé. 

59.  Lei  propriétés  des  diamètres  font  ptécifé-z 
ment  les  mimes  que  celles  de  taxe. 

6q  ,  61 ,  &•  62.  Si  f ordonnée  efi  égajM,  plut 
fetite  flu  plus  grande  que  le  paramètre  ;  l'abfeijfe 
fera  auffi  égale ,  plus  petite  ou  plus  grande  que  U 
mime  paramètre» 

,  6  j.  &i  Von  divije  en  deux  également  Vangk  eont^ 
fris  entre  la  tangente  &  un  diamètre  ;  V ordonnée 
4  ce  diamètre  menée  du  point  de  rencontre  de  Ut  courbe 
j^ar  ceue  ligne,  qui  diyife  Vangle  propofé  en  deux 
parties  égales  »  ejl  égale  au  paramètre  de  ce  diamètre. 

6^  Ufage  de  cette  propojîtion  pour  trouver  le 
paramètre  d*un  diamètre. 

6  y.  Manière  de  déterminer  Vangk  d^un  diamètre, 
i^vec  fa  tangente,  Iqrfquon  nia  qup  la  parabole  &  ce, 
diamètre. 

66.  Le  paramètre  d*un  diamètre  quelconque ,  efi 
quadruple  de  la  diflance  de  Vorigine  d^  vi^e  dia^^ 
^utro  au  foyer. 

67.  Le  paramètre  d*un  diamètre  f  furpaje  celui 
de  taxe  du  quadruple  de  Vabfcfjfe  correfpondante  ^ 
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tarddtinée  à  faxt  menée  par  Vorigine  de  et  dtametn:^ 
68.  Leparametre de  taxe  eft  UpUu  grafidde  tw$ 

ks  paramètres. 

69^  Si  m  prend  fur  taxe  &  fur,  un^ diamètre  d^ 

eoupiet  égales  ;«  les  ordonnées,  du  diametreferontplns 

granda  que  celles  de  taxe. 

70.  Les  quarrés  des  ordonnées  menées  par  f  origine 
détaxe  à  un  diamètre ,  fe  dA  l'origine  d'un  diamètre 
à  taxe  ,  font  tntr'eax,  çq^m^  les  paramètres  de  Vaxe 
(r  du  diamètre.  ,    ^ 

7 1 .  Le  paramètre  Sun  diamètre  quelconque  efl  troi* 
fienu  proportionnelle  à  VabfciJJe  çorrjtfpondante  à  teir^ 
dpnnée  menée  à  Vuixt.  pat.  Vor^ine  du  diam^e,  & 
^  la  tipigmtjf  m<Q^  par  U  même  point* 

7a.  Leparametre  d'un  diamètre  quelconque  e/î  égal 
à  la  double  ordonnée  à  ce  diamètre  quipajje  par  le  foyer 
de  la  courbe. 

73,  Cette^progofition  efi  %^rait  pp^rVaxe  comme 
fûUTundiaraetre. 

74  ^  7X-  Rmarqutfur  cette  propriété:  manière 
4e  déterminer  par  f<m  moyen  le  foyer  d'une  parabole^ 
dont  on  connfAt  un  diamètre  avecfon  paramètre. 

y  6.  Tout  paramètre  efl  quadruple  d^  la  difiance  de 
t origine  £m  diamètre  A  la  dire&rice. 

77  &•  78*  Une  droite  comprife  entre  torigme  d^un 
diamètre  &  la  rencontre  d!une  tangente ,  efi  i%àt 
à  la  partie  du  mime  diamètre  compiife  entre  fon  ori" 
gine  &  la  rencontra  de  V ordonnée  menée  du  point  de 
tontaS  à  ce  diamètre. 

7P.  Définition  de  la  Sou*tangcttte  à  un  diamètre 
queleonfuç. 
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9o  Ztsfiu  '"  tangentes  des  diamètres  ont  Us  thiz 
'mes  propriétés  ^ue  ceUes  de  Vaxe. 

81.  Demonfiratian  générale  de  la  froprîité  ejr- 
pUqhée  à  V article  71. 

82.  Si  deux  lignes  droites^fe\6ii^mt  dms  un  pobA 
étu-de  dans  ou  àii-de-hars  de  laparahole  »  lei  reSan» 
gles  des  parties  de  tes  Ugnes  font  enu^eux  comme  le» 
paramètres  des  diametra  qui  divijent  en  deux  égaiê^^ 
ment  ht  parties  intérieures  des  mimes  fécames 

83.  Ces  mimes  reàangles  font  entr^eux  comme  lés 
quarrés  des  tangentes  qui  leurs  font  paraUeles  f  prifes 
depuis  leur  point  de  rencontre  jufiu^à  t origine  dû 
diamètres  qui  les  divifent  eh  deux  é^àïémehi, 

84.  Ces  mimes  reSanglesfont  éhtr\ux  comme  les 
quarrés  des  ordonnées  aux  diamètres  qid  les  dipi- 
Jent  en  dQux  égaUmtnt,  &  menées  par  l* origine  du 

mêmes  diamètres. 

85.  Cas  où  Us  iangeniis  iniénewtisfe  coupent  en 
parties  rédproque^. 

^6.  Cas  où  la  tangente  devient  moyenne  gtomé-^ 
trique  entre  lafécante  entière  ùrjajpartie  extérieure» 

8  y.  Autres  propriétés  des  mimïsjécantéu 

88»  On  peut  faire  ujdge  de  cette  propojîtiohpowr  de^ 
arire  une  parabole  qui  paffe  par  trois  points  donnés^ 

89  &  96.  Ce  problime  à  une  infinité  dejolutions. 
Mamere  de  le  déterminer* 

91.  Propriétés  des  fécantes  extérieures  par  rap^ 
port  aux  diamètres. 

9i.0n  déduit  de  cette  ptopofîtion  les  propriété^ 
desfou-tangentes  A  un  diamètre  quelconque. 

9^.  Propriétés  des  fécames  intérieures  pat  rapport 
à  un  diumethé  Oà  en  déduit  uAt  méthode  trés-Jimple 
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de  trouver  une  moyenne  proportionnelle  entre  iam 
iignes  données  par  le  moyen  d^une  paraboké   . 

P4*  Propriétés  des  fou^tendentés  dans  là  parabole. 

5)5.  Manière  de  tfoWer  plujîeurs  points  de  cette 

96  &r  97.  Jtemarques  Jur  cette  àefcriptïàn. 
•  98.  Trouver  là  Jurface  d^une  portion  de  parabole 
terminée  jrdr  une  double  ordonnée  à  laxeù*  par  cette 
)courbe.  Une  telle  portion  ejl  toujours  les  deux  tien  dà 
reSangle  de  f  ordonnée  par  Vabjcijfe* 

ppi  Le  même  problème  réfolu  dans  le  cas  d'un  dià- 
tnetre  quelconque. ,  ^ 

106.  Le'  complément  parabolique  ejl  toujours  le 
tîcrj  du  parallélogramme  fait  {ur  Voriotmée  6*  fotà 
<ihfcijfe.  .       . 

10 !•  Xc  frîahgle  ïnfirit  tiufegrrient  paraioGque  ^ 
'à  ce  fegment  comme  3^4* 

loi.  Les  fegmehts  différents  duhe  mirne  parabole 
font  entr  eux  comme  Us  triangles  qui  leurs  font  inf-. 
crits. 

iof.  Vhe parabole  &  Une  droite  quelconque  égale 
à  la  bafe  ^de  cette  parabole ,  étant  donnée  ;  détrire 
fur  cette  ligne  une  parabole  qui  ait  ayec  la  premiers 
une  raifort  donnée. 

104.  Propriétés  des  fegmenti  paraboliques  am* 
parés  mtrUuic\ 

10  j.  Ujne  parabole  étant  donnée  ;  coàjlruirefur  10» 
ligne  donnée ,  une  autre  parabole  qui  sût  avec  la 
frenûere  une  raifon  donnée  dune  ligne  à  vne  autre. 

106.  Définition  des  fegments  paraboliques  fcm- 
blaWesw 

107  6*  1^08.  Si  les  bafes  Gr  les  hauteurs  de  deux 

fegment 
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^tginénts  pâfdbolîquis  font  fr9porttonn€lles'^  énjufm 
fofàntitplus  que  les  diamètres  font  des  angles  égaux 
avec  leurs  ardoMées  »  tes  fegmems firent  fimbhbles. 

lop^.  Vinverfe  de  la  prapofition  précédente  efi 
praie.  / 

I  lo.  TouHa  ks  parlés  fottt  des  jigvJtes  Jem^, 
ilabUs.    ,_        . 

III.  Elles  font  mtrttiet  témm  Us  ^narrés  dtà 
Ugnes  homolàgues^ 

I  la  &  1 1 ^.PtcffhftédesparalMà  de  laquelle 
i^  déduit  une  dejcriptioff  très  •fimpUde  cette  cmuThek^ 

Fin  ^e  la  Parabple^ 

DÉ  L'ÉLLli?SÈ  Liv.  tî. 

kl 4*  Génération  &  dcfcrîptlon  de  VeÙtpfeJîê, 
khplan. 

iHm  On  peut  trouver  qudre  frints  de  teVipJk 
par  une.feule  apérattùn^ 

ii6  èr  117. 1/ellîpfe  efi uhit  cowrlïfemie  Ôi 
terminée  de  toutes  parts. 

I I  o.  Une  ligne  menée  d*im  point  de  la  coiàheperr 
pendiculiirefnent  à  la  ligne  dont  OH  s'ejiferyi  iatû 
les  articles précédems  pour  la  décrire,  Qr  terminée  dé 
part  tar  d* autre  à  la  courle  i  eft  couptt  eh  àeiut^ 
parties  égales  par  cette  mime  lignée 

Xip^    1265    I2X,    122^   123,   124,  i2$  f 

i26&  i%j.  Définitions  de  VeUipfe  y  dtfoh  centrd) 
defon  grand  àxc  Êr  defon  petit  axe  ;  dtfes  foyers  ^ 
^des  QcdoûjQéçs  ou  ap^Ù^uées  à  taxc^  des  abfcifleî 


--^ 
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oti  côtrpées  du  tktme  aâ:^.  Définlthn  dès^  âhmttm 

&  des  tangtûxtsde  cette  côurbk 

isS.  Lemme  nécejfaire  fout  VinteUigence  de  k 
pro^efitîMfuiPMHte. 

1 2p.  Le  quatre  (£itt\e  ordonnée  à  Vaxeejlau  ree^ 
îànj^li  dejes  ahfiiffes  ^  asthme  le  reBàngle  dès  dif* 
tances  d'un  foyer  aux  extrémités  du  grand -axe  ^ 
ku  qukrri  du  même  d^ni  ^  grand  <*  axe. 

130.  Le  reSangU  des  dijianoes  étun  foyer  aux 
iXtrÂhltés  du  grahd  axe  efi  égal  au  quatre  du  dé* 
mi* petit    axe, 

1 3 1  •  Le  demi  -  petit  ^  axe  eji  moyen  géométrîjut 
entre  les  mimes  dijiances. 

132.  Le  quarré  d'une  ordonnée  ejlau  reSangla 
de  fes  ahfcijfes  comme  U  quarré  du  grand  axe  au 
quarré  du  petit. 

133.  Lej  quartés  des  ordonnées  font  cmmt  Us 
teSangles  des  abfcijfescorrefpondantes. 

1  34*  ^^  quarté' d*uhe  ordonnée  au  petit  axe  au 
produit  defesabfciJfeSf  ejl  cotnme  le  quarré  du  grand 
axe  au  quarré  du  petit. 

135.  Les  quarrés  des  ordonnées  au  petit  axe^ 
Jont  proportioneb  aux  reSafigUs  de  leurs  abfeljfes. 

136  Une  ligne  troifieme  ptopôrtioneUe  aux  deux 
axa  eji  appelléé  paramètre  dé  'celui  qui  occupe  le 
premier  tgrme  de  lapfoportioh. 

137.  Le  reBanglè  d'uii  àXe par  fon paramètre  i 
hjl  égal  au  quarré  de  Vautré  axe. 

138.  Le  quatre  d'une  ordonnée  au  grand  axtf 
tjl  égale  au  produit  de  Jon  âbfcije  par  le  paramètre 
diminué  d'une  certaine  tigne ,-  qui  éjl  quatrième pro^ 
portioneUe  à  (axe  au  paramètre  &  à  l'autm  abjcijfe. 
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1 39.  Cetie  propriété  ejl  commune  aux  deux  ahf* 
éiffes  d'une  orda.nnét. 

140.  Cefl  de  cetfe.  fr»priàé.  que  Vaifiijfe  prend 
fin  nonu 

141.  Une  dèuUe  ordonnée  â  taxe  fuî  ffljfe  pat 
ie foyer  efi  égaie  auparamare  de  (axe. 

142.  Cette propojîtion  neft  vraie  que  fùf  mppifrt 
À  taxe. 

143.  Tout  diamètre  de  Velltpfè  efi  eoupi  eft  deux 
farties  égaks  au,  epiue. 

•   144.  Le  grand  axe  efi  y  plus  grand  iiamett^ 
foffiUe. 

i^^.LepetitaxeefttepluspeeitdiametPepôg^iè^ 

1 46.  Les  deux  axes  font  les  limites  de  taugmenr 
tation  &  delà  diminution  des  diamètres. 

147.  Le  cercle  décrit  du,  centre  de  VelHpfe  &  dont 
ie  rayon  efi  égal  aif  demi  petit  axe  &  ii^crU  Sanâ 
reUipJe. 

i48«  Une  perpendieuhtre^  A  taxe  imenie  pat 
t extrémité  du  mime  axe  »  touAe  VeUipfe  en  ee  pMiir. 

149.  Si  par  un  peîtu  de  Vellipfi  0^  roeitt .  à  tun 
des  foyers  une  àfioiH  égale  au  grand  axe^  Cf  qu^ 
de  fon  extrémité  f  uî  efi  hon  de  eâUt  eou^be ,  aa 
mené  à  faïUH  foyer  une  dmpe  déterminée  y  unet 
iigne  quijera  perpendiculaire  aià-mitteu  de  cette  droife 
touchera  tëlipfe  au  point  ok  la  première  ligne  cm- 
fe  cette  courte^ 

I  $0.  J^ar  un  poim  dé  telUpfe  01»  nepeuimfiim 
qu'une  tangente. 

I  ^  I,  C/m  Mpfe^  fon  àxé  Or  fee  foyers  étant  iimm 
Mes  I  mener  une  tangmte  par  un  point  donné. 
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I  Ji.  Une  tUipJt^  fin  axeôr  fesfiyir^^  ^Mf 
'4on^és  i  mener  u^e  tangenfe  jui  p^Je  pat  unpoa^ 
4onnéfur  U  mime  plan. 

1^3.  La  angUs  formés  d'%m  rnhne  càti  de  bk 
tangente  par  des  lignes  quiycJU  du  peint  toiujuau  eaux 
foyers  »  finV égaux. 

1 54  &  X  5  5;.  Propriétés  M  l'dUpfi  dans  la  cor^ 
toptripiu, 

156.  Si  Von  dîvife  en  deux  égakmem  Var^k 
fomi  par  deux  lignes  wnéa  d'un  point  de  VeU  ' 
Hpfe  aux  joyers  ;  la  ligne  de  divijion  venant  à  reor 
ipontrer  Vaxe ,  coupera  la  difiance  des  foyers  en 
farties  proponioneUes  aux  difiances,  du  point  tP^^ 
^kant  à  ces  mimes  foyeru 

2^7.  On  fait  ufage  de  cette  propojtaionpouf  mneih 
4^Ûfl  ppint  donne  fur  l'axe' une  p^rpendicHUire  à  la 
pmhe. 

^y8.  Toutes  ces pi^pendiculakes Joni nice^i^ir^ 
^ent  xtnfttmées  entre  les  deux  foyers^ 

1  ^p.  Propriété  remarquable  de  VeUipfe. 

if  5  Q.  Vf  Age  Çf  application  4e  cette  proppit^daH 
.  }a  çatoptriq^e^ 

191^  &  teu  prolonge  une  tangente  pfy^^  ^^ 

fM^tÛc  rencontre  tâA^  %  U  portion  de  nAtn^  ^^ 

(omptfife  entre  (e  centn  &./e  point  dt  nenoùntrt  ej^ 

pojfleme  proportionelle  i  Vahjciffe  de  Vordonnée  m*- 

•W  P^tlpp^m  toucba^ïït  6^  c^u d/tnd -  diantptre. 

162  •La  ligne,  çomprif^  entre  ï!  origine  de  taxp 
^'Ifi  r,encomr^  4^  *^«  #*e J?tf r  ((|  W9|[eHre  ,  ej^ 
iqupé^  ^n  proportiofi  hqnponiquf^^^  . 

Ail%  Qft  déjffmeim  fein<?^«ià  vm  l^ 
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'9a  figue  eomprîft  ^nm  torionnè^  fy  la  taî^ent^ 
terminée  à  taxe. 

1^4.  Définitiâniela  fou-tangente» 

16$  (r  166.  Problème  ai  Von  fait  voir  tufag^ 
4^  la  fou  ^tangente  9  pour  mener  les  tangentes, 

i6j.  Les  tangintes  om  Us  mimes  .propriété^ 
far  ravport  au  petit  axe. 

iâS*  La  proposition  harmonique  a  encore  fien 
Jur  le  petit  axe, 

169.  Définition  de  la  Sou*»norinale,  m  Sovti 
perpendiculaire. 

170.  LaJ^-normaU  &  fahfciffe  font  toujours^ 
4ans  un  rapport  confiant. 

171.  Les  fou^perpendîculaires  croiffent  ou  dimi^ 
puent  filon  que  leurs  atfcifes  Jouffrent  les  mémes^ 
variations. 

17X  La  ptufgrahdefow-narmakpoffibleefiégak 
4LU  demi '"paramètre. 

fij^.  Détermination  paHÎculkre  du  lieu  de  touteâ 
Us  fou-nommaUs  pqffibûs*  Démonftration  de  cetn 
fropofition. 

174.  Jamais  l^extémité  de  lafôu^normaUf  m 
peut  fi  confondre  avec  (e  centra  qupiquAU  s'en  ap* 
proche  toujours. 

'  1^5.  Dans  le  cercle  toutes  les  perpendiculaires  au:t 
tangentes  d^vent  paffer  par  le  centre. 

Ij6.  Les  foU'perppndicuUùres  déterminées  fier  h 
jMit  axe  ont  les  mimes  j^ropriétcs. 

ijj.On  en  déduira  les  mjtmes  conféquences^ 

178»  loiU  ce  qui  fuit  depuît  Vart.  178,  jufquà 
.^  çoMfr'n  ZVt^  I S^  I  (^^  ^J^^  r^ardi  com^c  us^ 
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Min  lemme  iîvifé  en  piufieurs  parties  ^  &  iofH  fint^ 
ligence  ejl  abfolument  nécejfairc  pour  pdffer  des  f  rv- 
priétés  des  axts  à  h  éémon/k^ùati  de  celles  des  dm* 
4netres» 

i8^.  Dans  une  eUipfe  toute  droite  ^•paraUeU  à 
we  tangente  &  termiaee  de  part  &  £autre  à  Vel- 
Upf^^^ft  diyifée  en  deux  igaUmem par  le  dUmetr^ 
mtni  pat  U  point  de  contingence, 

ii6y  187,  188,  i8p  fr  190.  DéfinitUm 
des  ordonnées  a  m  diamètre,  défis  ahfiîjfes,  de  fin 
conjugué ,  (f  de  fin  paramètre. 

ifi/jU  paramètre  du  grand  ax^Je  flus petit 
de  tous  les  paramètres^  fy  celui  du  petk  4^e  Cjf?  k 
plus  grand  de  tous. 

lija&'^pj.ie  quarréd^^m  ordormé  à  un  dsa^ 
mètre  eft  au  reSangle  défis  ahfcijfes ,  comrr^  le  quarrér 
4u  dU^metre  au  jKCI  <IU  ejl  parallèle  ,^  w  q^firri 
dé  fin  conjuguée. 

194.  Les  quairrés  des  ordonnée^  à  un.  mime  dia^ 
wmre  fini  entrai  conuw  Us  regsngh^  de  k«m 
^hfiijfis.. 

I  $  ^.  Si  ks  J^ame^es  conjugués  fint^ipt  Us  or* 
donniks  fint  moyennes  propowmnidks  tmre  kurk 
êbfcijes, 

1^6 ,  197 ,  &  ij)8.  Les  ordonnées  à  un  dia^, 
mttre  conjugué^  ont  Us  mimes  propriétés. 

A  9p.  Les  ordonnées  à  une  mime  dUmetpe  qneU 
tonque  ont  les  mêmes  propriétés  par  rofpm  aHpara^ 
mètre  de  ce  diamètre  que  les  orchmnéesr  à,  taxe*   . 
,    aoo.  On  peut  prendre  une  abfrlft  jjuelconque  (jf 
tm  uoiàH  dMs,  çhafiune  h  mime  pr^riéiiL 


SLOi.  Le  quarté  d^une  ordonnée  à  un  dîâmetrê 
quelconque  ,  ejî  égale  au  reSangU  de  Vune  de  fes 
dibfciffès  par  le  paramètre  moins  un  reBangle  fim^^ 
blable  à  celui  de  ce  diamètre  par  Jon  paramètre* 

202.  Lemme  pour  la  propojition  fuivante. 

203.  &  deux  droites  parallèles  à  deux  diametreî 
zonjuguésfe  coupent  dans  un  points  au-de-danf  oêt 
nu-de^hors  de  lellipfe^  les  reSangles  de  ees  lignes 
feront  proportionels  aux  quarrés  des  diamètres  conjw^ 
gués  qui  leur  font  parallèles. 

204.  aoj  »  206.  On  démontre  dans  ces  articleî 
tes  propriétés  des  fécantes  inférieures  Êr  extérieires 
de  Vellipfe ,  dans  le  cas  où  les  diamètres  parallèles  à 
xes  fécantes  ne  font  point  conjugués  Vun  à  V autre  ^ 
t'tfl  -  i  •  dire  y  dans  le  cas  le  plus  général 

^207.  Les  reBangles  de  deuxjécantes  quelconques 
font  éntreux  comme  les  quarrés  des  tangentes  qui 
ieur  font  pardkles. 

205.  Dans  le  cercle  toutes  fécantes  intérieures  ou. 
extérieures  s'y  doivent  couper  en  parties  réciproques* 
Cas  où  cela  peut  arriver  auffi  dans  Vellipfe. 

aop.  Propriété  des  fécantes  par  rapport  aux  pa^ 
rametres.  On  en  déduit  les  propriétés  de  ces  UgneÈ 
(dans  la  parabole. 

a  10.  Le  quarré  d'une  tangente  ejl  au  reSan^ 
gle  d'une  fécante  par  fa  partie  extérieure  ^  comme  les 
quarrés  du  diamètre  paralUle  à  cette  tangente  eft  au 
quarré  de  celui  qui  ejl  parallèle  à  lajécanté. 

211.0/2  déduit  de  cette  propojîtîon  générale  les 
propriétés  des  ordonnées  à  un  diamètre  queleônqucm 
Définition  générale  de  l*eUipfe  déduite  de  cette  preh 
priété. 
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:2i2^  ï)ahs  une  ellipje  quéUonqiu  les  r^angîéf  A 
Ûeux  ïignes  parallèles  coupées  par  une  troifieme  9  font 
'(entreux  comïne  les  reUangles  des  ahfcijfes  dt  cette 
ttoifiùne  ligne» 

a  I  jv  Vfage  de  cette  propbjîtiàn  poûrfaijre  pàj/er  mi 
klUpfe  par  plitpeurs  points  donnéù  DeuxfeQionsco^ 
Vii^ueSf  ne  ptuvent  fe  touptr  quen  trois  ou  quatre 
points  9  jamais  eA  cinq. 

2  T  4  &  2 1  jk  Si  par  un  point  ^uekoiïqui  de  feOipJi 
tn  mette  une  uhe  vràorinée  à  un  diamètre  quelconque  9 
&  une  tangente  terminée  au  prolongement  du  mhnt 
diamètre  ;  ha  partie  de  ce  diamètre  comprime  entre  k 
centre  &  la  tangente"  efi  troifieme  proponhHeUe  à  Taif' 
cijfe  &  au  diamètre^ 

2.16^  Les  triangles  formés  far  deM  tmgenta  & 
terminés  aux  deux  diamètres  ^  à  l'extrémité  defqueU 
elles  font  tangentes  ,  font  égaux  entreax^ 

2x7^  Les  propriétés  des  fôuHangemes  fur  les  dist- 
fnétres  font  les  ndma  que  cella  des  mimes  ligna 
fur  les  axes^ 

ai 8.  Une  tlUpfeyfon  centre  &r  uA  pfàntfur  k 
tniûie  plan  étant  donnés ,  mener  dé  ce  point  deux  tan^ 
pentes  à  la  courbe^  en  nefaifant  ufage  quedes  prt^rié* 
lés  des  fou-tangentes  > 

^  âip.  Si  fur  um  mime  ligne ,  àh  décrit  uh  cercle 
&  une  ellipfe  s  toutes  les  tangentes  homologues  à  cet 
deux  courbes  pajferont  par  les  mêmes  points  du  dia^ 
tnctre  commun.  La  même  p/ropriété  a  lieu  pour  d0^ 
faites  elUpfes* 

220»  Un  parallélogramme  fait  fur  deux  diametrèt 
Conjugués  d^uue  ellipfe ,  ejl  égal  à  un  paraÙélogranani 
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Jkr  deux  autres  diamètres  conjugués  de  la  même  courbe* 
221.  Tous  les  parallélogrammes  formés  fur  deux 
diamètres  conjugués  font  égaux  entieux  &  au  reSan* 
gle  des  deux  axes* 

111.  Le  reSangle  d'un  demi- diamètre  par  la  per^- 
pendiculaire  abaijfée  de  fan  conjugué  fwr  lui  *  mîme  y 
ejl  égal  au  reSangle  des  deux  demi  -  axes. 

11^.  Si  des  extrémités  de  deux  diamètres  conju* 
gués  f  on  abaifje  des  ordonnées  à  un  mime  axe  \ 
la  fommt  des  quarrés  des  abfciffes  correfpondantes 
à  ces  ordonnées ,  eji  égale  au  quarré  du  demi^axe  > 
auquel  elles  ont  été  menées.  Cette  propojition 
tfi  générale  6r  doit  s'entendre  de  tout  diamètre  de 
VelUffe. 

114.  Lajomme  des  quarrés  de  deux  diamètres  con^ 
jugués  efl  égale  à  lafomme  des  quarrés  des  axes. 

225.  Si  des  extrémités  de  deux  diamètres  conju^ 
gués  9  on  mené  à  un  diamètre  quelconque  deux  ordon^ 
nées,Us  produits  des  ordonnées  par  leurs  abfciffes  feront 
égaux. 

225.  Le  reSlangle  des  parties  (Tune  tangente  ter^ 
minée  à  deux  diamètres  conjugués  ejl  égal  au  qu9hri 
du  demi  -  diamètre  parallèle  à  cette  tangente. 

227.  Deux  lignes  étant  données  de  grandeur  6* 

depojition  pour  deux  diamètres  conjugués  £une  ellipfe 

î  trouver  les  deux  axes-  On  pourroit  auffi  par  le  moyen 

des  propriétés  démontrées  précédemment ,  trouver  deux 

(  autres  diamètres  conjugués  qui  fiffent  entr'eux  un 

angle  égal  à  un  angle  donné, 
i  1  iS.  On  peut  confîdérer  une  ellipfe  comme  une 

i         courbe  formée  des  ordonnées  d'un  cercle  ,  allongées  ou 

accourcies  proportionneUemem% 
f  c 
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a2$.  U  fifffact  Cmt  tUipfe  tft  à  cdle  éPun  €erde 
décrit  fur  un  de  fes  diamètres  >  comme  le  parattélo* 
gramme  formé  fur  ce  dumetre  &  fur  fon  conjugué 
ejl  au  quatre  du  diamètre  fur  lequel  le  cercle  a  été 
décrit.  ' 

250^  Lafurface  £une  eUipfe  efl  à  celle  £un  cerde 
décrit  fur  un  de  fes  diametres^eomme  la  ferptndiadaire 
ahéfjée  de  ï extrémité  du  conjugué  à  ceLu  fur  Uqugl 
le  cerde  a  été  décrit  9  tft  au  mime  demi  -  diamètre. 

S5 1.  Lafiafact  d'une  elUpfe  eft  égale  à  celle  £un 
cercle  dont  le  rayon  ferait  moyen  proportionnel  entre 
les  deux  lignes  dent  on  i^ent  déparier. 

252.  Lafitrface  de  CeUipfe  eft  à  celle  d'un  eerde 
décrit  fur  fon  grand  ou  fur  fon  petit  axe ,  comme  le 
petit  axe  eft  au  grand  axe  1  ou  comme  le  grand  axe 
eft  au  petit. 

2};.  £ei  fegments  elliptiques  font  aux  fegments 
circulaires  corre^ondahtes  dans  l^  mimes  rapporu^ 
que  nous  venons  de  voir. 

234.  Il  faut  aujjî  entendre  la  mime  ckofe  desfeSewn 
elliptiiiues  &  circulaires  correfpondants. 

•35-.  Une  eUipfe  oblique  eft  égale  à  une  ell^fe  droite 
c'eft  'à' dire  ,  quune  eUipfe  eft  égale  à  vne  autre  qd 
aurait  pour  axes  un  des  diamètres  conjugués  de  la 
première ,  Gr  la  perpendiculaire  comprife  entre  Us  deux 
tangentes  menées  par  les  extrémités  du  diamètre  cor« 
jugué  au  diamètre  commun. 

23^.  Trouver  lafurface  d'une  dlipfe  dont  on  a 
deux  diamètres  conjugués  détemànés  de  grandeur  & 
de  pofition, 

^37.  Trouver  lafurface  d'mfegment  éOiptique. 
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ajS,  TrouverUfurface  (tunfiBeur  elSptique. 

^i9*  Partager  une  eUipfe  en  un  certain  nombre  ie 
parties  égides ,  par  des  lignes  menées  au  centre  au 
périmetrùde  la  courbe ,  en  commençant  la  àivifionpof 
m  point  déterminé. 

2^.  Définitian  des  eUipfes  feoiblables. 

X^ï'Si  les  deux  axes  d* une  eUipJe font proportionéls 
aux  deux  axes  £une  autre  ellipfe  ;  ces  deux  courbes 
feront  femblabUs. 

242.  Les  ellipfes  femblahks  font  entr^elUs  comme 
Us  quarrés  des  lignes  homologues^ 

Fin  de  rellipfe. 
DE  L'HYPERBOLE,   Liv.  IIL 

243.  Des  propriétés  de  t hyperbole  conjîdérée  fur 
un  plan.  Génération  &  defcription  de  cette  courbe. 

244.  Détermination  du  rayon  dont  on  fe  fort  pour 
trouver  les  poims  de  la  courbe. 

245.  La  ligne  qui  joint  deux  points  correfpondams 
de  la  courbe  à  droite  &  à  gaud)e  de  celle  qui  fert 
â  les  trouver  i  eji  perpendiculaire  à  cène  même  tigm 

246  ,247,  148,249,  x$Oy2$l,if2Ùr2^i. 
Défimtions  dahyptrholts  oppofées  de  leur  centre , 
de  leurs  foyei s,  des  axes  déterminés  &  indéterminés, 
des  ordonnées  ou  appliquées  aux  mimes  axa ,  des 
abfcifles^iei  diamètres  déterminés  &  indéterminés , 
des  tangentes  de  cet  courbes.     - 

254»  Le  quarré  Sunz  ordonnée  eji  au  reSangle 
de  fes  abfàffes ,  comme  le  reSangle  des  dijlances  a  un 
foyer  aux  extrémités  de  taxe^eft  au  quarré  de  la  moitié 
du  mime  axe. 

CÎ5 
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255.  Les  fuarrés  des  ordonnées  à  Vaxe ,  font  em^tux 
comme  les  produits  de  leurs  abfciffis. 

2j^  &•  257.  Le  reSangle  des  dijlances  d'un  foyer 
aux  extrémités  de  Vaxe  ejl  égal  au  quarré  du  fécond 
axe.  Le  quarré  £une  ordonnée  ejl  au  reBangle  de  fa 
abfcijjes ,  comme  le  quarré  dujecondaxe  ejl  à  celui  du 
premier. 

lyS.  Si  par  un  point  quelconque  de  tune  da  Ay- 
perboles  9  on  mené  une  droite  parallèle  au  premier 
^e  &*  terminée  à  Vkyperbolé  oppofée  j  elle  fera  coupée 
en  deux  parties  égales,  par  lejecond  axe  prolongé  3 
s  il  eft  néceJJ'aire 

159*  Manière  de  déterminer  les  points  des  hyper-- 
hoks  par  le  moyen  des  ordonnées  au  fécond  axe. 

'2,60.  Le  quarré  d'une  ordonnée  au  fecâni  axe  > 
ejl  à  la  fomme  des  quarrés  de  fes  abfcijfes  >  comme 
U  quarré  du  premier  axe  ejl  au  quarré  du  fécond- 

261*  Les  quarrés  des  ordonnées  au  fécond  axe  font 
mtfeux  cornme  lesjbmmes  des  quarrés  dé  leurs  abfcijfes 
&*  de  ce  fécond  demi-axe. 

16 1.  Le  quarré  d!une  ordonnée  au  fécond  axe  dans 
VhyperhoU  équilatere ,  ejlégal  à  lajimme  des  quarrés 
desabfcijfa  »  &  du  demi  -  axe» 

i63.  Définition  dii  paramètre.  Cette  ligne  e/l 
t;roifieme  proportionnelle  aux  deux  axes. 

2,6^.  Le  quarré  £une  ordonnée  au  premier  axe  , 
e/l  égal  au  produit  de  fin  abfeijje  par  une  quatrième 
groportiofinfiUe  aupremierax^  au  paramètre^  à  tau-- 
abfcijfe. 

26$.  Ce  reSangleJurpaJfe  toujours  le  reSangle  de 
Xabfcijfk  par  le  paramètre  Sun  reSangle  Jèmblablô 
à  celui  de  l^ axe  par  le  mime  paramètre.  C^ejl  de  cette, 
propriété  que  la  courbe  a  été  nommée  fyperboUm 
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lUtS.  Dans  thyperboU  équilatere  le  quarré  de  Var- 
donnée  à  taxe  ejl  égal  au  reSangU  de/es  abjcijfes. 

26j»  Dans  toute  Vhyperbole  la  double  ordonnée 
au  foyereft. égale  auparametre  dupremier  axe. 

i6S  Cette  propriété  eft  conùnune  â  toutes  les  fec 
fions  coniques. 

169-  Une  droite  menée  par  le  centre  &  terminée  anx 
hyperboles  oppofées  ejl  coupée  en  deux  également  par 
le  centre. 

2J0.  Une  perpendiculaire  â  f extrémité  de  Vax$ 
touche  la  courbe  en  ce  point. 

271.  Manière  de  déterminer  la  tangente  à  un 
poim  quelconque  de  la  courbe. 

272.  Par  un  point  on  ne  peut  mener  quune 
tang^nu. 

273.  5î  d*un  point  touchant  on  mené  des  lignés 
étroites  aux  foyers  ;  elles  formeront  des  angles  égaux 
avec  la  tangente. 

274*  Un  corps  à  reffbrt  qui  étant  parti  £un  foyer 
viendra  choquer  la  courbe  dans  utn  point  fi  réflé^ 
ehit  fuwant  une  ligne  ^  dont  le  prolongement  pajft 
par  Cautre  foyer.  ifi 

'  27  y.  Cette  propriété  ejl  commune  à  toutes  lesfec" 
fions  coniques  on  la  retrouve  même  dans  la  parabole: 
Ufage  de  cette  propriété  dans  la  catoptrîque.  On  peut 
donner  tel  degré  de  divergence  que  Von  voudra  au 
rayon  parti  £un  corps  lumineux  placé  au  foyer  d'un 
4^pérboloide. 

2^6-  Par  un  point  donné  fur  le  plan  des  hyperboles 

niuner  une  tangente  &  déterminer  le  point  de  contaB. 

.277,  Ce,probléme  a  toujours  deuxfohaions  tant 
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que  le  point  riejl  pas  fur  la  courbe.  On  peut  en  faire 

ufage  dans  le  cas  où  le  point  donné  ejlfur  la  courbe^ 

578.  Les  dijïances  aux  foyers  du  point  de  ren- 
contre de  taxe  par  une  perpendiculaire  élevée  à  U 
tangente  au  point  de  contaB^  font  comme  les  dîfz 
tances  du  mime  point  de  contingence  auM  foyers^ 

:î79.  Jamais  ce  point  ne  peut  tomber  entre  Ujomri 
met  d'une  hyperbole  &  le  plus  proche  f^fer. 

aSo,  ^81 3  282.  Démonfirationtst  ufage  dn 
propriàés  de  t hyperbole  dans  la  dioptrique. 

2Sj.  On  peut  faire  une  infinité  JCfyperi^Mda 
différents  qui  puifent  téumr  en  unpomt  déêdrmin^ 
des  rayons  parallèles» 

284.  Définition  des  afymptotes. 

28  5.  La  connoiffance  du  centre  &  da  foyers  faffit^ 
pour  détermirur  les  afymptetes. 

aZ6.  Et  réciproquement^Ji  ton  a  les  afyn^9te$  &!. 
un  axe  donné  de  grandeur ,  on  aura  les  foyers. 

287.  Le  fécond  axe  eji  moyen  proportiôné  emre 
les  diftances  d'un  point  de  Vkyperbde  aux  rfymf* 
tmes  pri/es  fur  une  ordonnée  panûkle  auprenàer  pr^ 
longée  q^ant  quU  efl  nécejfaire. 

288.  La  menu  propriété  a  Iku  par  rapport  aux 
ordonnées  du  jecond  asce* 

a8$4  Uhyperbole  s* approche  à  Vinfim  it  fon 
afymptote  ,  fans  pouvoir  la  toucher.  Vafymptatt 
prend  fon  nom  de  cette  propriété. 

2$o.  Si  par  deux  points  d*une  fyperbole  oa  dl^ 
deux  iyperbdes  oppofées^  m  mené  iptatre  lignes  iroi^ 
tes  parallèles  ent/elles  deux  à  deux  ;  le  reSanglé 
des  deux  premières  efi  égal  au  reSangh  des  deux 
autres. 
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Spi  &  2p2.  Cak  fropofitwn  tfi  encore  vraies 
fi  deux  Ugnts  par£dUks  ttttr'eUes/i  ecnfinicni  a^tc 
les  deux  autres* 

29  3  «  Le  qùarré  Jtun  demi  •  diamtn  déterminé 
,  tjl  toujours  égal  au  reSlangk  des  di/lances  d'un  point 
de  VTiyperbole  aux  ^ymptous  9  prifes  fur  une  ps^ 
rallele  à  ce  diamètre. 

2^4*  Les  parties  £uru  droite  eomprife  entre  les 
^mptotes  &  une  néaie  hyperbek  eu  k^yperholei 
eppaféesfont  égales. 

2p  ç  &  2^6.  Une  ligne  terminée  aux  afy^nptoiei 
parallèle  à  des  fécantes  ^  &  qui  ne  rencontre  Vhy^ 
perboleûu'en  un  point  ^  tangente  Jioe  point  €r  dir^ét 
en  deux  également^ 

2p7.  Réciproquement  Jz  une  ligne  droite  touche 
une  hyperbole  9  elle  rencontre  Us  afymptotes  &  ejl 
àivifee  en  deux  parties  égales  au  point  touchant. 

298.  Tous  les  ireSangles  des  parties  d'une  droite 
parallèle  à  une  tangente  terminée  aux  afymptotes  font 
égaux  au  quarri  de  la  tangente. 

25>p.  Si  par  deux  points  quelconques  d'une  hyper^ 
hole  on  mené  des  Vignes  parallèles  aux  ajymptotes , 
les  parallélogrammes  qui  en  réjukem  jênt  égamx 
tntr'eux. 

500.  Les  reSangles  des  droites  parallèles  aux 

afymptotes  font  égaux  au  quarré  d'une  mime  Ugne. 

301,  302  &  303.  Définition  de  la  ^\S9cuc^ 

de  l'hyperbole  ;  des  abfcijfes  &*  ordonnées  de  Vfyper^ 

hole  eonfîdérée  par  rapport  aux  afymptotes. 

304.  On  peut  faire  ufagede  la  dernière  propriéti 
pour  trouver  tous  les  points  de  l'hyperbole. 

305.  On  détermine  par  le  mime  moyen  deux  nou* 
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y  elles  hyperboles  dans  les  angles  adjacents  à  ceux  âù 
alywptotes  dans  Ufquebfont  comprijes  les  premières^ 
Ces  courbes  ont  precifément  les  mêmes  propriétés  qu» 
Us  précédentes. 

306.  0/1  peut  décrire  deux  nouvelles  hyperboles 
ions  Us  angUs  des  ajymptotes  adjacents  à  ceux  dans. 
UJquels  on  a  décrit  les  premières.  Ces  quatre  hy-- 
ferboUs  font  nommées  hyperboles  conjuguées. 

307.  ^  deux  lignes  droites  touchent  une  hyperbole 
eu  deux  hyperboUs  oppoféesi  elks  forment  des  trianr^ 

ygUs  égaux  avec  les  aymptotes^ 

^08  .Si  deux  tangentes  à  une  même  fyperboU  ou 
à  deux  hyperboles  oppyf^es  ;  fe  rencontrent  dans  un 
point  elles  Je  coupent  en  parties  proporttonndlts. 

309.  Si  deux  tangentes  à  une  ou  à  deux  kyperr 

.boUs  oppofées  rencontrent  chacune  Us  afymptota  en 

deux  points  ;  les  parties  de  ces  ajymptotes  com-^ 

prifes  entre  le  centre  &•  les  points  de  rencontre  fer. 

ront  proportionelks. 

510.  Mener  une  tangente  àVhyperboU  enfaifant 
ufage  des  propriétés  des  ajymptotes. 

311.  [7n  diamètre  mené  par  U  point  touchant 
£une  tangente  coupe  en  deux  parties  égales  toutes 
lesparaUeUs  à  cette  tangente. 

312.  Les  paralléUs  à  un  diamètre  font  coupées 
en  deux  également  par  une  ligne  menée  du  centré 
paralUlement  à  la  tangente  à  Vorigine  du  premier 
diamètre. 

31}.  Si  ton  prend  fur  cette  parallèle  des  lignes 
égales  aux  parties  de  la  tangente  piije  entre  le  point 
de  contai  Ôr  les  ajymptotes  5  ces  points  Jeront  aux 

hyperboUs 
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hyperboles  conjuguées  aux  premières^  On  peut  décrire 
tes  nouvelles  hyperboles  par  le  moyen  de  leurs  cohju^^ 

314.  Définition  des  diamètres  conjagués^ 
3 1  ^.  Deux  diamètres  conjugués  de  deux  hyper ^ 
loles^opppoféesjont  aujjî  diamètres  de  leurs  conjugués» 
316.  Deux  hyperboles  oppofées  paffempar  Us  extré* 
fnités  de  tous  les  féconds  diamètres  de  leurs  conjugués» 

317.  Tous  les  paralldogrammes  formés  fur  deux 
diamètres  conjugués ,  font  infcrits  aux  hyperboles ,  Gr 
égaux  entreux. 

318.  Un  parallélogramme  étant  donné ,  trouver 
les  quatres  hyperboles  conjuguées  auxquelles  il  peut 
être  infcrit. 

3  19.  Jl  ny  a  qu^une  efpéce  d'hyperbole  qui  vmffe 
être  cîrconfcripte  à  un  parallélogramme  déterminé. 

320.  Par  quatre  points  qui  forment  un  paraU 
lelogramme,  on  ne  peut  faire  pajfer  quune  efpéce 
^hyperboles. 

321  &  322.  Définition  des  ordonnées  i  un 
diamètre  6*  de  leurs  abfcifles. 

3  2  3*  Le  quarré  £une  ordonnée  i  un  diamètre  dé'- 
terminé  ejl  au  reSangU  de  fis  abfciffes ,  comme  le 
quarré  de  la  tangente  parallèle  à  ces  ordonnées  &• 
comprife  entre  les  afymptotes ,  efl  au  quarré  du  dia^» 
mètre  qui  pajfe  par  le  point  de  contaS. 

324.  Les  quarrès  des  ordonnées  à  un  diamètre 
font  ^comme  lesreSangles  de  leurs  abfciffes. 

32^.  Les  quarrés  des  ordonnées  font  égaux  aux 
produits  de  leurs  abfciffes  ^  dans  le  cas  où  les  diamètres 
conjugués  font  égaux  j  ce  qui  ne  peut  arriver  que  dans 
Vhyperbole  équilatère.  d 
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^26.  Lt  quarté  d'une  ordonnée  À  un  fécond  dià^ 
metre^  ejl  à  lafomme  des  quarrés  des  abfclffesicommele 
quarrédu  diamètre  auquel  cette  ordonnée  efi  paral- 
lèle ,  efi  au  quarré  dejon  conjugué. 

3  27.  On  déduit  de  cette  propojîtion  p  une  defcrip^ 
tion  très'Jimple  de  Vhyperbole  équiUtère.    , 

328.  Définition  du  paramctre  d'un  diamètre 
quelconque.  Ce  paramètre  efi  troifieme  proportionel  à 
ce  diamètre  Gr  à  [on  conjugué. 

^2ç*  Autre  propriété  du  paramètre  déduite  dtja 
définition. 

330.  Le  quarré  d'une  ordonnée  à  un  diamètre 
quelconque ,  eft  égal  au  produit  defon  ahfcijfepar  le 
paramètre  >  plus  un  reSai^U  qui  a  même  hafe  y  & 
qui  efi  femblable  à  celui  du  diamètre  par  Jon  pa^ 
rametre 

331.  C'efi  de  cette  propriété  commune  aux  axes 
&  à  tous  les  diamètres  que  l'hyperbole  prend  fon  nonu 

332..  «Si  un  diamètre  quelconque  eft  égal  âfi>n 
paramètre  y.  Vhyperbole  efi  nécessairement  équilatirei 
&  réciproquement. 

333.  Dans  une  hyperbole  qui  n  efi  pas  équilatert 
aucuns  diamètres  conjugués  ne  peuvent  être  égaux* 
Différence  remarquable  entre  le  genre  hyperbolique  Gr 
le  genre  elliptique. 

33^.  6t  Von  a  une  tangente  terminée  à  un  dia^ 
mètre  i  le  quarré  de  cette  tangente  efi  au  reSan^ 
gle  des  parties  du  diamètre^  comme  le  quarré  du  demi" 
diamètre  parallèle  à  cette  tangente  efi  au  quarré  du 
demi  -  diamètre  coupé  par  la  tangente. 

3  3  y •  /,e  quarré  d'une  tangente  eft  à  la  fomme  des 
quarrés'des  parties  d'un  diamètre  quelle  coupe  dans 
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fangle  des  hyperboles  conjuguées  i  comme  le  quatre 
du  demi-dtametre  parallèle  à  cette  tangente  ,  ejl  à 
celui  du  demi  -  diamètre  quelle  rencontre» 

336.  Ces  deux  propojitions  peuvent  être  regardées 
comme  une  feule. 

^^j.  La  tangente  efi  moyenne  proportionnelle ^ 
entre  les  fegments  du  diamètre  9  lorj que  ce  diamètre 
efi  égal  au  diamètre  parallèle  à  la  mime  tangente. 

3  38.  iSi  deux  lignes  droites  terminées  à  une  ou  à 
deux  hyperboles  oppofées  fe  coupent  en  quelque  points 
au- dedans  ou  au-dehors  de  ces  courbes  ;  lesre&an^ 
gles  desjegments  de  ces  lignes  feront  entreux  comme 
les  quarrés  des  diamètres  qui  leur  font  parallèles. 

339.  Objervations  importantantes  fur  cette  pr(H 
pofition. 

340.  Les  reSangles  dont  on  vient  de  parler  font 
entreux  comm^  les  quarés  des  tangentes  qui  leur 
font  parallèles  ,  prifes  d^p^i^  Us  points  touchants  , 
jufquau  point  où  elles  fe  coupent. 

341.  Si  l'une  des  fecantef  devient  tangente  ; 
lapropofîtion  a  encore  lieu. 

342.  On  déduit  de  cette  propojttion  les  propriétés 
des  ordonnées  à  un  diamètre  quelconque, 

343.  Cette  proportion  efi  la  plus  générale  que  ton 
puijfe  donner  fur  V hyperbole. 

544.  On  en  déduit  auffi  les  propriésés  des  ajymp^ 
totes.  Une  afymptote  peut  être  regardée  comme  deux 
diamètres  conjugés  qui  tombent  Vun  fur  l'autre. 
34J.  Observation  fur  cette  propofition 
546.  Définition  des  fécantes  afymptotiques. 
Elles  ont  les  mimes  propriétés  que  les  fécantes  hyper-* 
holiques. 

dij 
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347.  Les  produits  de  deux  féçantes  hyperhoUque^ 
quelconques  ,  font  comme  les  produits  des  fécanu\ 
^ymptotiques  c$rrej pondantes. 

34.8.  Les  produits  de  deuxjecantesafymptotiques, 
font  entreux  comme  les  quarrcs  des  tangentes  qui  leur 
font  parallèles. 

34p.  On  déduit  encore  de  la  égalité  desparêUi" 
logrammes  infcrits  aux  hyperboles  b*  formés  fur  deux 
diamètres  conjugués* 
.    ^  ^  o.  Remarque  fur  cette  propofîtion. 

3^1.  La  partie  d*un  diam^etre  quelconque  com-^ 
prîfe  entre  le  centre  Ér  la  rencontre  d'une  tangente 
^  troifieme  proportioneUt  à  Vabfciffe  de  t  ordonnée , 
meriée  du  point  touchant  fur  le  diamètre  &  au  mime 
^iametre^ 

^S^^  353*  'toutes  les  tangentes^  qu  on  peut  me- 
ner à  uT\e  hyperbole  font  renfermées  fur  un  diamètre 
quelconque ,  entre  le  centré  6*  V origine  de  ce  dia-* 
mètre  prije  du  mime  côté  que  les  tangentes. 

3  J4,  Un  diamètre  joir\t  à  une  abfciffe  de  Vor^ 
donnée  menée  au  point  touchant ,  eji  coupé  en  propor^ 
tion  harmonique  par  la  rencontre  de  la  tangerue. 

3yj.  Les  féconds  diamètre^  ont  les  mimes  pro^ 
prîétés.     '  '  '    ' 

^^6.  La  partie  du  diamètre  cornprife  entre  tor^ 
donnée  &  la  rencontre  du  mime  diamètre  par  Ift  tan- 
gente efi  fppeUee  fou -tangente. 

^^j.Les  propriétés  des  féconds  diamètres  par  rap  - 
pm  awf  tangentes/ontpréçifémeni  Us  rnime^  que  ciUes 
ae{premUri.    *     >      i       * 
**  ^yS.Là  tangente  à  V extrémité  d'un  diajnetre  ^ 


^parallèle  à  fin  conjugué.  Cette  propriété  ejldéduitq 
'  4e  celles  de  U  fou-tangente. 

359*  ^^  (^kf^iJF^  ^fi  i^fini^  f  ^  tangente  pajfe  pat 
le  centre. 

35o.  On  déduit  de^  fou-^tangentes  de  Vhyperhole 
celles  de  la  parabole. 

3^1 .  Une  hyperbole  y  Jon  centre ,  fis  afymptotes , 
&  un  point  far  le  mime  plan  étant  donnés  ;  mener 
une  tangente  par  ce  point. 

^62.  Si  par  V extrémité  d\n  diamètre  ^  en.  mené 
une  tangente  parallèle  à  une  ordonnée  au  même  dia^ 
mètre ,  laquelle  coupe  la  tangente  menée  par  Cextré- 
mité  de  la  même  ordonnée  ;  les  quarrés  des  parties^ 
de  cettfi  tflngente ,  comprimes  entre  Vafymptote  y  6* 
Vautre  tangente ,  fint  toujours  dans  un  rapport  coï\lr 
tant. 

3(^3.  O/i  détermine  les  afymptotes  par  la  même . 
proportion. 

3  ($4.  Définition  de  la  fou- perpendiculaire  ou 
iou-normale.  \ 

3^y.  Labjcijfi  Gr  la  fiu-normale  fint  toujours 
dans  un  rapport  confiant. 

^66.  Détermination  du  Ueu  d^  toutes lesfiu'nor-- 
maies. 

3  6j.  De  tous  les  cercles  injcriptibles  au  fimmet 
d{  V hyperbole ,  le  plus  grand  efi  celui  qui  a  pour 
rayon  le  demi-paramètre  du  premier  axe. 

368.  Propriété  des  fiu-normales  dans  {'hyperbole 
dquilatère. 

3^69.  Comparaifin  entre  Vhyperboleù^  Vellipfi» 

370.  Si  des  extrémités  de  deux  diamètres  Qonju-^^ 
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gués  on  mené  deux  ordonnées  à  un  diametrt  juthi 
conque ,  la  dijjérence  des  abfcijfes  correfpondantis 
ejl  égale  au  quarré  du  diamettre  Jur  lequel  on  Us  a 
menées. 

^'jïï.  La  différence  de  deux  diamètres  conjugués 
ç/Z  toujours  confiante  &  égale  à  la  différence  des 
quarrés  des  axes.  On  en  conclud  quon  ne  peut  trou-- 
ver  deux  diamètres  conjugués  égaux  dans  une  hyper^, 
bole  qui  neft  pas  équilatère. 

372.  Deux  diamètres  conjugués  étant  donnés  de 
grandeur  Cr  de  pojîtion  y  trouver  deux  autres  dU" 
mètres  quijaffent  entreux  un  angle  égal  à  un  angle 
propofé. 

373  &•  374-.  Définition  des  fegmcnts  &•  feo 
tcurs  hyperboli<jues^ 

375  &*  376.  Deux  fegments  hyperboliques  font 
égaux  lorfquilsjont  compris  entre  parallèles  ;  dans 
une  mime  hyperbole. 

377.  Deux  trapefes  hyperboliques  font  égaux  lorf^ 
quilsjont  compris  entre  parallèles. 

378.  Si  par  les  extrémités  des  arcs  dt  fegments 
égaux  &•  le  centre  on  mené  des  diamètres  \  Usfet- 
teurs  qui  en  réfulteront  feront  égaux. 

37p.  Manière  de  déterminer  par  unpoîntyunfèg-i 
ment  ou  unfeêteur  hyperbolique  égal  â  unpropofé. 

380.  Manière  de  partager  unfeSeur  ou  unfeg^ 
ment  hyperbolique  en  deux  parties  égales. 

381.  Deux  fegmenu  hyperboliques  font  égaux  ^ 
lorfquils  ont  même  bafe  Gr  qu  ils  font  compris  entre 
parallèles^  fir  différemment  inclinés  ;  enfuppofant 
quils  appartiennent  à  différentes  hyperboles. 
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;82.  Deux  hyperboles  qui  ont  des  bafes  égales, 
&  qui  font  comprijes  entre  parallèles ,  ont  un  même 
Jecond  diamètre. 

383.  Quadrature  d'une  Jurf ace  courbe  terminée 
entre  une  ligne  droite  &  deux  arcs  hyperboliques. 

384.  Les  feâeurs  correjpondants  des  mimes  hy* 
perboles  font  égaux. 

38$.  Si  deux  hyperboles  ont  un  diamètre  eoni» 
mun ,  les  ordonnées  au  diamètre  commun  menées  par 
le  mime  point  ^fint  entr'elUs  comme  les  diamètres 
inégaux. 

385.  Les  fegments  hyperboliques  correfpondane 
Juîyent  le  mime  rapport 

387.  Il  en  ejl  de  mime  des  feSeurs. 

388.  Toute  hyperbole  peut  être  regardée  comme 
une  hyperbole  équilatire ,  dont  on  auroit  allongé  ou 
accourci  les  ordonnées  proportionnellement. 

3  8p.«Si  Von  prendfur  une  ajymptote  deux  parties^ 
&Jur  l'autre  deux  autres  parties  proportionnelles  aux 
deux  premières  ;  &  quenfuîte  ayant  mené  par  leurs 
extrémités  des  parallèles  aux  mimes  afymptotes , 
jujqu  à  ee  quelles  rencontrent  la  mime  hyperbole^  on 
mené  des  diamètres  ;  Us  feSeurs  qui  en  réfuUeront 
feront  égaux. 

3  5>o  6*  3  p  I .  Si  on  prendfur  une  mime  ajymptote 
des  parties  proportionnelles^  Us  feSeurs  c^rrefpon^ 
dantsfont  égaux. 

392.  Propriétés  des  feSeurs  hyperboliques  dans 
Us  logaritmes. 

3  9  3 .  On  peut  caUuler  les  logaritmes  par  Us  aires 
hyperboliques  ^  &  réciproquement^ 
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3P4  JPy  ^  Î9^-  Les  trapefes  hyperboliques  &nt 
les  mimes  propriétés. 

397  3  39^  >  399  >  4ôbj  4^1  ,  402  Gr  405; 
Autres  propriétés  des  ajymptotes  Sr  dej  /ignei  ^ui  leur 
font  parallèles.  Diverfes  progrejjîons  géométriques 
qui  en  réfultent.  Triangles  propres  à  calcula  les  ûgor 
ritmesm 

404.  Si  Von  a  deux  hyperhoUs  placées  entre  les 
tfitiines  afymptotes  &  que  par  un  point  quelconque  de 
Tune  des  afymptotes ,  on  mené  parallèlement  à  î autre 
une  Ugne  droite  terminée  aux  deux  hyperboles  i  les 
quarrés  de  ces  ordonnées  extérieures  font  entreux 
comme  ceux  des  puijfances. 

40  j .  Les  trapefes  hyperboliques  èorrefpondantsJuU 
^ent  le  même  rapports 

405  &*  407.  Ces  hyperboles  ont  leurs  axes  fur  une 
mime  Ugne  droite. 

408.  Ces  hyperholesfont  afymptotes  les  unes  par  ràpr 
*port  aux  autres. 

409.  Les  efpaces  indéfinis  compris  entre  chaque  hy* 
perbole ,  Gr/cr  afymptotes  fuivent  le  rapport  des  piùf 
fonces  de  ces  courbes. 

410.  Les  ordonnées  à  des  diamètres  correspondants 
font  prof  ortiormeUes  à  ces  diamètres. 

411  y  412,  415,  414  &  415-,  Nouvelle  Di^ 
monftration  des  propriétés  desfécantes  afymptotiques 
&  hyperboliques. 

416.  Définition  des  hyperboles  femblables. 

417.  Les  hyperboles  décrites  entre  les  mêmes  afymp^. 
totesfont  toutes  femblables. 

418  &  41^.  Le  réciproque  ejî  vrai. 

420.  Ces  courbes  font  entr' elles  pour  lesfegments 

M 


wfiâeurs  Cûrrefpondan$s,cQmm^  Us  fuunés  des  ligna 
koniûloguesM 

42 1  «  Cttu  propriété  ejl  emnmime  à  teutts  ksfe$ians 
ioniquts.  Déttaninatian  des  lignes  qui  tiennent  lim 
d^ajymptotes  dam  Vellipfe. 

42a  &  4i3«  Décrire  une  hyperbole  qui  foit  â  une 
Mutre  dans  vm  raifon  donnée^ 

Fin  de  l'Hyperbole, 

DE    LA    DESCRIPTION 
'     DES  SECTIONS  CONIQUES 

Livre   IV. 

424.  Problêmefl.  L'axe  €r  les  foyers  iunefeâion 
conique  étant  dormis;  décrire  chacune  de  ces  courbes 
pour  une  méthode  uniforme» 

415.  Sobuion  pour  la  parabole*  Cette  folutîon  rf- 
i^ient  à  la  defcription  par  laquelle  on  a  donné  la  déjl^ 
nhUm  de  cette  courbe 

426.  Solution  pour  Vellipfe.  On  troui/e  deux  dirtc* 
triées  dans  cette  courbe, par  le  moyen  defqudles  on  peut 
la^^  décrire. 

427.  Démof^tration  analytique  de  cette  conftruSion 
niceffaire  pour  completter  la  démonflrationfynthétique. 

415^  Les  défiances  de  chaque  point  de  FeUipJe  à 
un  des  foyers  fy  à  la  direSrice  çorrefpondante ,  font 
toujours  dans  un^apport  confiant.  Ce  rapport  eft,  celui 
des  diflances  dufomnut  de  la  coutbe  aux  direSrices 
Cr  aux  foyers* 

43o,.£e  cercle  ç/?  une  eUipfe  dont  lu  direSricesfom 

c 
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i  une  difiance  infinie  du  centre. 

45 1.  VelUpfe  ejl  une  courbe  fermée  &  terminée* 
EZ/c  ne  peut  avoir  aucun  point  entre  fan  fammet  &  \a 
direBrîceJur  leprobngement  de  Vaxe* 

43 1.  Solution  pour  VkjperboU»  Cette  courbe  a  auffi 
ieuxdireBrices. 

433.  Dans  une  hyperbole  les  diftances  de  chaque 
point  de  la  courbe  aux  foyers  ^  àla  direSrice  corref" 
pondante^  font  toujours  dans  un  rapport  confiant  qui 
efi  celui  des  difiançes  du  fammet  à  la  mime  direSriu 
(ir* aux  foyers.  •  ' 

434.  U hyperbole  a  deux  branches  qui  s^ étendent 
à  V infini  &*  s'éloignent  continuellement  Vune  de  F  autre* 

Propriétés  communes  à  toutes  les  fe£dons 

.  coniques  déduites  de  la  conilru^on 

précédente. 

43  5  tsr^^ô.Toute  courbe  telle  que  lesdiftçnca  de cha* 
cun  de  f es  points  à  un  foyer  fr  à  une  direSricefont  tou- 
jours  dans  wi  rapport  confiant;  peut  être  (^peUéefe&cn 
conique.  Ce  rapport  efl  un  rapport  i^ égalité  dans  Ut 
parabole ,  de  plus  petite  inégalité  dans  VelUpfe  9  &  de 
plus  grande  inégalité  dans  ^hyperbole* 

,437*  La  courbe  efi  une  parabole  >  une  dUpfef  ou 
une  hyperbole ,  félon  que  le  fammet  efi  autant  9  plus  , 
0U  moines  éloigné  de  la  dire^ice  que  du  foyer. 

438.  Dans  Vhyperbole'y  la  courbure  efi  en  rai/on 
inverfe  de  la  difiance  du  foyer  au  fammet  Cr  en  raifon 
direSe  de  la  grandeur  d^  Vaxe.  La  ligne  droite  efi  U 
dernière  hyperbole  pojjible. 

4JP-  Le  cercle  Gr  la. ligne  droite  font  les  deux  ex- 
tremes  des  ferions  coniques.  Pour  queUe  raifim. 


BSsMaTIERBS.  XXV 

440.  La  parabole  timt  le  milieu  entre  le  genre  ellip' 
tique  &  le  genre  hjperboU^ue.  Elle  peut  être  comMérée 
comme  elUpfe  ou  comme  hyperbole  y  on  y  retrpwc  les 
propriétés  de  eu  courbes  par  rapport  aux  foyers. 

44. 1  •  Dans^unefeSion  conique ,  la  droite  qui  pajje 
par  l\rtrémité  de  Vordonnée  au  foyer ,  Êr  Vorigine 
de  la  direSriu  ejl  tangente  À  la  courbe.  Cela  Je  trouve 
même  dans  le  cercle. 

442.  Toutes  Us  feSions  coniques  décrites  dans  un 
mime  angle ,  font  des  courbes  femflableu  Ceflpour 
cette  raifon  que  tous  les  cercles  Gr  toutes  les  paraboles 
font  des  figures  fepnblohles  iparceque  deux  lignes  ne 
peuvent  pas  être  parallèles  deplufieurs  manières,  & 
quil  ri  y  a  pas  deux  angles  de  45  dégrés. 

445.  Proportion  par  laquelle  on  détermine  les  foyers 
.JCunefeEtion  conique  dont  on  connoit  taxe  &  la  direc^ 
trice.  Cette  proportion  a  lieu  dans  le  cercle  &  dans  la 
parabole. 

Problème  II.  Deux  diamètres  conjugujés  quelconques 
étant  donnés  de  grandeur  &  de  pojîtion  ;  décrire  la 
courbe  à  laquelle  ils.  appartiennent. 

44  j.  Solusùakpowr  la  parabole.  Un  diamètre  &'fon 
paramètre  donnés  dans  cette  courbe  >  revitnrient  au 
mime  que  deux  diamètres  conjugués  dans  les  autres. 
Cette  folution  fe  déduit  immédiatement  des  propriétés 
de  la  parabole  &  de  la  nature  du  paramètre.  Elle  eji  une 
des  plus  jimples.  On  peut  s^enfervirpour  ïaxe  comme 
pour  les  diamètres.  Elle  n'en  devient  que  plus  facile 
dans  ce  cas. 

447.  Si  Von  donnoit  un  point  >  cela  revteridroit  au 
mime.  Pourquoi  cela.  Autres  defcriptions  dans  ce  der* 
ni^r  ca^.  /"renuere  folution. 

'  c  ij 
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448.  On  déduit  de  Mtc  ieferiptUm  Us  propriétés 
dt^bkantts  à  la  parabole  3  celles  des  fou-Jecamis  ^ 
des^-tangentes. 

44.5).  Seconde  folution  plusfimpU  f  ne  la  prtmkre. 

4|0.  On  pem  smfm^ir  dans  toutes  fortes  decas-y 
elle  efl  préférable  aux  defcriptians  ordinaires  9  parce- 
qu'elle  efl  plus  expédiée.  Manière  de  stnfirvir  Imf- 
qu'on  connoit  Vaxe  ou  un  diamètre  drfon  paramètre^ 
Un  peut  aujfi  smfervirji  ton  a  tefiyer  Çr  Ufowmn 
d^ une  parabole. 

4 j  I .  Solution  pour  Vellipfe  y  par  plufieun  points. 
J)émonftratU>n  de  cette  defcriptioii. 

451.  Seconde  folution  aijfolument  néeeffaire  pftr 
Tintâligence  de  ce  qui  fuit.  Cette  folumn  efi  ; /m  jErn- 
pie  que  la  précédente. 

45*  5«  Limité  des  arc$  de  cercle  qui  fervent  à  décrire 
TelUpfe. 

454,  On  peutfefervir  de  cette  defcriptian  dans  le 
cas  où  les  diafnetresferoient  les  axes  même  de  [dfyfi. 
^SS'  Manière  de  rappeUer  cette  defcription  à  Upre- 
mère  ,  da,ns  le  cas  ou  les  axes  font  demies. 

45  <!•  Une  ligne  quelconque  quife  meut  dans  un,  an^ 
quelconque ,  de  manière  que  fis  deux  extrémités  tm^ 
ifherit  continuellement  les  côtés  de  Vangte  décrira  une 
èUipfe ,  fi  Pon  met  un  JUle  fur  cHte  ligne  ou  règle» 
Tous  fis  points  décriront  des  ettipfes  dans  ce  mouvement 
fiVanglerCeft  pas  droit*  '       . 

^'  45*7.  Si  l'angle  danslequel fimeut ht  règle fuppofée 
efl  droit  i  tous  les  points  de  cette  ligne  décrirom  des 
iJUpfis,  esçcepté  le  milieu  qui  décrira  un  cercle.  Cela 
èfl  encore  vrai  pour  le  prolongement  de  cette  ligne  tou- 
jours mie  de  la  même  manière  ;  quoique  le  milieu  de 


cette  règle  ne  décrire  phis^  cercle.  On  iétenmu  les 
axa  dans  ce  mouvement . 

45^-  On  ^duit  de^lâ  la  defcription  fun  compas 
êlUptiqueuniyerfel.  Cette  machine  ejl  la  plus Jmple  de 
toutes  celUs  (pie  Von  peut  imaginer  pour  décrire  des 
tUipfes  £uri  mouvement  eom'tnu* 

45  p.  Compas  elliptique  à  peu  près femblable  auprl- 
cèdent  9  mais  moins  commode  Êr  pour  quelle  raifon. 

4(5o.  Le  rayon  du  cercle  qui  pajfe  par  le  centre  &r 
les  points  où  là  règle  touche  les  côtés  de  t angle  dans 
fan  mouvement ,  efi  une  ligne  confiante.  Cette  remarque 
eft  delà  dernière  importance. 

45i'.  On  peut  fupprimer  wf,,  des  côtés  de  Vangle, 
eelui  que  Von  voudra  &*  conferver  à  la  règle  le  mime 
mouvement  par  le  moyen  du  rayon  dont  on  vient  de 
parler.  Comment  cela*         '     - 

452*  Différentes^  bhjervationsjur  le  dernier  corollaire^ 
On  peut  toujours  trouver  trois  triangles  différents  pour 
décrire  d^un  mouvement  continu  une  ellipjé  dont  on  a 
les  diamètres  conjugués.  Comment  cela.  Détermina- 
tion fort  fimpUdu  rayon  dont  on  a  parlé  ci-deffus. 

465.  Application  des  raijonnements  précédents  à 
la  pratique ,  Ér  defcfiption  de  Vellipfe  par  le  moyen 
d^un  triangle. 

464.  Règle  générale  pour  déterminer  encorephis pré- 
eifément  le  rayon  dont  on  a  parlé  àdeffus. 

46s*  On  peut  faire  ufagede  cette  defcription  dans 
dans  le  cas  où  ton  auroit  les  axesde  Vellipfe*  Alors  les 
triangles  deviennent  dès  lignes  droites*  ' 

466.  Defcription  dé  deux  nouveaux  compas  eUip-' 
tiquesm  *      -     •'     


\ 


46  j. Remarque  fur  la  dij^ennçe  de  ces  deux  compas: 
ïun  ejl  toujours  préférable  à  Vautre  ;  popir  quelle  raifin, 

468.  Dejcriptiqns  nouvelles  &  t/is-JimpUspar  des 
points  d'une  ellipfe  dont  les  axes  font  donnés.  Cette  def 
crîptionfe  tire  des  principes  précédents»  Démonjlration 
direBe  de  cette  conJbruQion  en  faveur  de  ceux  qui  ne 
font  pas  accoutumés  àfe  repréf enter  toutes  fortes  de 
mouvements. 

^6^.  Autre  defcriptionfernblable  à  la  précédente  » 
&  plus  commode  dans  la  pratique,  lorfque  la  di^" 
rence  des  axes  eji  très-petite. 

4.70.  Defcription  d'une  elUpfe  dont  les  diametra 
conjugués  font  donnés  ^  dans  laquelle  on  fait  ufage  des 
propriétés  du  cercle^ 

^     471,  Cette  folution  devient  encore  plus  Jimple  fi 
les  diamètres  conjugués  font  égaux. 

472.  Solution  du  problème  propoje  (  num,  444  ) 
dans  le  cas  où  la  courbe  demandée  eft  une  hyperbole. 
On  décrit  cette  courbe  par  plujîeurs  points  dHune  mor 
niere  trèsjîmple  ,  en  fi  fervant  des  propriétés  des 
afymptotes.  tes  diamètres  déterminent  les  afymptotes. 
On  peut  encore  s^enfervir  dans  le  cas  où  Von  àuroit 
Jeulement  les  afymptotes  G*  un  point  de  la  courbe. 

,  47  j.  Defcription  de  V hyperbole  par  un  mouvement 
continu.  Cette  defcription  fe  démontre  tout  d'un  cot^ 
par  les  propriétés  des  afymptotes. 

474.  Obfervationfur  cette  defcription;  on  en  con- 
clud  que  l  hyperbole  s'approche  toujours  defm  afymp- 
tote  fans  jamais  pouvoir  la  toucher. 

475.  Onpeutfefervir  indifféremment  des  deux  ex- 
trémités de  Vaxe  pour  décrire  VhyperboU  de  la  numê 
manière. 
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47  ff.  Defcription  de  Vhyperbole  équilatire  par  le 
triangle  reSangle.  * 

47  ?•  Cette  folution  s*appUque  à  Vaxe  de  VhyperMc 
^quilatère  &  n^en  devient  que  plus  Jîmple. 

478.  Defcription  d^uji  compas  elliptique  ^  déduit 
des  propriétés  des  foyers. 

47p.  Le  même  compas  appliqué  à  Vhyperhole  €r  dé* 
duit  des  mêmes  principes. 
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confidérées  dans  lefolîde ,  &  de  lacurbature  iet 
conoides  quelconqua. 
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481.  Jufqu'à  r  article  487.  Définition  du  cône  &  ée 
fes  différentes  efpices  ;  ce  que  ceft  que  Vaxe  du  cAne^ 
Il  ne  peut  y  m  avoir  que  de  deux  fortes ,  cône  droit 
&  cône  oblique.  Ce  que  c'e/2  que  la  bafe  &  lefommu 
du  cône. 

488.  Raifon  pour  laquelle  onfefert  du  cône  oblique 
ffiférablemint  au  cône  droit* 

485I.  Une  ligne  droite  m^éepar  lefommet  du  cÔne, 
&  un  point  de  la  furface  conique  eft  nécejfairenunt 
ions  ctttefurf ace. 

490.Un^  telle  ligne  rencontre  nécejfairement  laiaje 
duc$ne. 

49 1 .  Toute  ligne  qui  paffe  par  lefommet  &  par  un 
point  placé  au-dedans  ou  au-dehors  du  cône ,  ejl  élit 
même  au^dedans  ou  au-dehors  du  cône. 

4P2.  Si  on  coupe  un  cône  par  un  plan  quipajfepar 
la  lefommet  du  cône  lafeQion  eft  un  triangle. 

49},  Donc  lafeSion  de  tout  plan  quipajfepar  Vaxê 
ejl  un  triangle. 
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35;4.  Si  une  ligntpajfepar  deux  points  de  lajiafact 
conique  différents  du  fommet  >  cette  l^ne  efi  toute  en^ 
titre  au'dedsns  du  cine. 

4^5*;  Toute  ligne  paràUele  à  la  bafc  du  trianglt 
par  taxe  e/l  néceffairement  coupée  en  deux  parties 
égales  par  le  même  axe. 

496»  Uncône  coupé  par  un  plan  parallèle  àja  bafe  » 
préfentera  toujours  un  cercle. 

4^7»  Lemmepour  P intelligence  de  la  propofitionpd' 
vante* 

4^8.  Définition  particulière  du  trianglt  par  Taxe. 
H  ne  peut  y  en  avoir  qu'un  feul  qui  fois  ptrptntà- 
tulaire  à  la  bafe  du  cane  9  manière  de  k  déterminer. 
499*  Si  an  coupe  un  cène  par  un  plan  papen^ 
ilculaire  au  plan  du  triangle  par  Taxe  ^  Vcoifup* 
pofe  perpendiculaire  à  la  bafe^  de  manière  que  la  Ugm 
de  commune  feSwn  de  ces  deux  plans  faffi  atfee  un 
des  côtés  du  cône  un  angle  égal  À  V angle  compris  entre 
Vautre  cité  &  le  diamètre  de  la  bafe,  lafeBmfiut 
toujours  un  cercle. 

500.  Lafettion  dont  on  rient  de  parier  c/f  afpeUéê 
foU'Contraire. 

501.  Toute  ligne  parallèle  à  une  ligne  perpendi* 
tulaire  à  la  bafe  du  triangle  parVaxe  »  fia  a  unpeim 
JUr  lafuperfide  conique  »  rencontre  néûffaimnent  le 
plan  du  triangle  par  Vaxe  j  qui  la  coupe  en  deux  partiei 
égales  ffieUefe  termine  à  deux  point/  de  lafwrface 
tonique. 

jo  uSi  on  coupe  un  cône  quelconque  par  un  pian  dont 
la  commune  feSUon  avec  la  bafe  du  cine  9  foitperpendi^ 
eulasre  à  la  bafe  du  triangle  far  Vaxe;  k  vrAme  trian-^ 
gle  par  taxe  coupera  en  deux  parties  égales  toutes  les 
ligna  menées  dansceplanparaUelement  àla commune 

feSion 
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JtSion  au  même  plan  avec  la  hafe  &  terminées  ia 
deux  côtés  du  triangle  par  Vaxe ,  À  lafurface  coniquu 

503.  Remarque  fur  cette  prùpojîtion  dans  le  cas  oà 
le  triangle  par  Vaxe  fait  angle  droit  avec  la  hafe  du 
cène. 

|'04.  Définition  du  diamètre  d'une  feSion  conique 
quelconque. 

505 .  Si  Ze  diamètre  d'une feSion  conique  efl  difpofi 
de  manière  qu'il  ne  puiffe  couper  Vautre  câté  du  cânt 
entre  le  fommet  &  la  bafe  du  triangle  par  taxes  Us 
feSion  peut  être  prolongée  à  Vinfinu 

^06  •  SilafeSion  coupe  les  deux  cités  du  cône  fins 
itre  parallèle  à  la  bafe  ny  poféefou^contrairement,  elle 
ne  pourra  itre  un  cercle. 

507.  Si  le  diamètre  de  lafeSion  efl  parallèle  à  un 
câté  du  triangle  par  Vaxe  9  la  courbe  efl  une  parabole» 

5  o8.  Cette  courbe  efl prédfémem  la  mime  que  célU 
que  Von  confidère  hors  du  cône. 

509.  Manière  de  déterminer  le  paramètre  Jtune 
faraboU  par  le  moyen  du  cône. 

^lo*  Dans  la  parabole  ^  le  paramètre  efl  â  là 
partie  comprife  entre  U  fommet  de  la  courbe  &  cehâ 
du  triangle  par  Vaxe  ;  comme  le  quarré  de  la  bafe  da 
f  e  mime  triangle  efl  au  reSangle  de  les  côtés, 

%ti*  Manière  de  déterminer  le  paramètre  dudîa^ 
mètre  JVune  parabole ,  Iprfque  le  triangle  par  Vaxe  efl 
dquilatéral 

^12.  Les  paramètres  des  diamètres  de  diflérentes 
JeSions parallèles  f  font  entr'eux  comme  Usdiftanca 
du  fommet  du  triangle  par  Vaxe  à  chacun  desfommiti 
des  eourbes. 

i 
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j  1 3.  5i  par  lejommtt  du  cône  Sr  le  foyer  Jtiau 
forabok  m  fait  paffir  une  droite  indéfinie  ,  utH 
drmte  pajfera  par  la  foyers  de  toutes  les  parahdu 
paraUeles  à  la  première. 

'^14.  La  même  propriété  énoncée  Jtmu  mamm 
plus  générale  &  appUquable  aux  points  femblabhment 
jlaUs  dam  chacune  de  ch  courbes» 

5 1  ^.  0/t  peut  faire  u/age  de  cette  propofimn  pour 
toupet  dans  un  oâne  quelconque  une  parabok  dont  k 
paramètre  de  taxejoit  déterminé. 

$16.  Lôrfque  le  diamètre  delafeSim  eaupe  la 
deux  côtés  du  triangk  par  Vaxe ,  la  courbe  ejl  une 
êUipJe. 

^jj.La  courbe  ejl  encore  une  eUipfe  dans  le  cas 
oà  le  diamètre  Jeroit  pofé  Jou'contrairement ,  &  oà 
le  triangle  par  Vaxe  neferoit  pas  angles  droits  avea 
U  plan  de  la  baje. 

^it.  Manière  de  détermner  dans  k  cône  k  dia^ 
mètre  conjugué  au  diamètre  principaU 

51p.  VeUipfe  quon  coupe  dans  le  cône  ejl  la  mime 
que  celle  que  nous  avons  examiné  fur  un  plan.  Elle 
efl  é^aUment  renflée  des  deux  côtés  malgré  kfenti^ 
ment  de  quelques  uns. 

5do«  Si  par  kfommet  du  cône  dans  kplan  du  trian^ 
gle  par  Vaxe ,  on  mené  une  l^ne  parallek  au  diamètre 
de  la  feSion  ^jufquà  ce  quelle  rencontre  la  hafi  dn 
triangk  par  Vaxe  auf^iprolongée^k  parametreferaqua^ 
triemeproportîonel  auquarré  de  cette  Ugne^  au reSaUr 
gle  des  parties  de  la  ba(e  du  triangk  par  taxe  »  &  éoe 
diamètre  de  lafe^n  donnée. 

521.  On  fait  ufage  de  cette  mdogiepour  diter* 
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miner  le  diamètre  conjugué  au  diamètre  principal  de 
la  feâicn. 

522*  Autre  propriété  déduite  des  mimes  principes. 

523.  On  déduit  de  la  propofition  précédente  Us 
propriétés  du  cercle. 

524*  Toutes  les  eUîpfes  que  Van  peut  couper  dans 
un  cône  par  des  plans  parallèles  ent/eux ,  font  des 
figures  jemhlahles. 

$2$.  Si  par  Ufommet  du  cône  &  un  point  queU 
epnque  d'une  eïïipfe  donnée ,  on  mené  une  droite  in* 
définie  ;  cette  ligne  pajfera  par  tous  la  poinu  fembla-- 
hUment  placés  dans  les  ellipfes  parallèles  â  la  première. 

52tf.  Ayant  les  deux  axes  JCune  ellipfe  9  oufeu^* 
Ummt  un  axe  &  un  des  jcyers ,  ou  encore  Vaxe  &• 
Jon  paramètre  j  on  peut  couper  une  ellipfe  égale  à 
la  propofée  dans  un  cône  quelconque.  Ceproblime  doit 
ttre  du  fécond  degré.  ^ 

^2'j.Si  ton  coupe  un  cône  de  mamere  que  le  dia-^ 
mètre  de  la  feSion  coupe  le  prolongement  d!un  des 
côtés  du  triangle  par  Vaxe  au-dehors  du  cône  la  [ec^ 
tionjera  une  hyperbole. 

$  28.  Le  prolongement  du  plan  dont  il  eft  quejlim 
dans  le  tkéoféme  précédent  9  coupera  dans  un  c6nê 
cppoféaufommet  à  celui  dont  il  s^agH,  une  lyperbcie 
oppojée  à  la  première* 

5  29.  Ayant  mené  par  lefommet  du  cône ,  dans  le 
plan  du  triangle  par  VaxCf  une  ligne  parallèle  au  dia^ 
mètre  de  la  feSion  ;  le  paramètre  fera  quatrième 
praportîonel  au  quarré  de  cette  Ugne  ;  au  reBangle 
des  parties  de  la  bafe  du  triar^le  par  Vaxe^  ù'^fsu 
diamètre  de  lafeSion^ 
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530.  Toutes  les  hyperboles  paralkles  entr'eUa 
6*  coupées  dans  un  même  cône  ^  ou  dans  des  cinti 
(^pofés  au  fommet  y  font  des  hyperboles  fenélabks. 
5  3 1  .Sî  par  le  Jommet^Ju  e6ne  &  un  point  guelconr 
que  (Cune  hyperbole,  onfaitpajfer  une  ligne  indéfinie^ 
$ette  droite  pajfera  par  tous  les  points  femblablement 
placés  dans  les  hyperboles  parallèles  à  la  première, 
jyoà  il  fuit  que  cette  propriété  ejl  commune  à  toutes 
besfeBions  coniques. 

^39,  Condition  nécejfaire  pour  couper  une  hyper* 
loli  équilatère  dans  un  cane.  Quels  font  ceux  où  Von 
trouve  cette  propriété. 

5  3  3 .  Si  l*on  regarde  thyperbole  équilatère  eomme 
une  courbe  à  laquelU  toutes  les  autres  ttnitnt  ^  on 
pourra  couper  datis  un  côr^e  quelconque  la  plus  grande 
hyperbole  pcffible. 

<34.  La  parabole  eji  la  plus^  petite  fyperbde 
,goJj[ibU»  Cette  propriété  ejl  démontrée  par  les  mimes 
principes. 

5;  3  5»  On  peut  faire  ufdgede  cette  proportion  pour 
eouper  dans  un  cône  quelconque  une  hyperbole  déter- 
minée I  au  cas  que  cela  fepuiffe. 

536.  Obfervatianfur  ce  qu'on  entend  par  plut 
grande  hyperbole^ 

537.  Ce  que  cefi  que  la  direârice  d'une  feSiùft 
conique  dans  le  cône. 

538.  Manière  de  déterminer  dans  U  cône  les  a(ymp^ 
fotes  d'une  hyperbole. 

5  3p.  Eclaircijfement  fur  quelque  chofe  qui  avoU 
étéfuppofé  dans  la  démonjîration  précédente. 

^^o.La  ligne  dont  nous  venons  déparier  j placée 
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dans  le  plan  du  triangle  par  Vasce  paffe  néceffairi'^ 
ment  par  lefommetdu  cône  ;  &  Jon  prolongement 
détermine  fur  le  diamètre ,  le  centre  des  hyperboles 
•ppofées. 

S^i.  Manière  de^déterminer  dans  le  cône  le  dia» 
mètre  conjuguée  au  premier. 

^42.  Détermination  des  axes  conjugués  des  hyper* 
holes  oppofées  toujours  confiàéréés  dans  le  cône. 

^43*  'application  de  la  théorie  précédente  à  la  pa* 
ràbole. 

544.  Conelàfion  de  cette  partie.  Avantage  qud 
y  a  de  confîdérer  les  courbes  dont  nous  avons  traité 
dans  le  cône.  Raifon  pour  laquelle  on  doit  préférer 
le.  cène  oblique  au  cône  droit  ;  &  un  triangle  pat 
Vaxe ,  incliné  fur  le  plan  de  la  bafe  à  un  triangle  par 
Vaxe ,  qui  feroit  perpendiculaire  à  la  même  bafe. 

$^^$'Un  paraboloidt  quelconque  formé  d^  éléments 
quicroiffent  dans  la  raifon  des  quarrés  des  ordonnées 
à  un  diamètre ,  &  dont  la  bafe  efl  un  polygone  ré^ 
gulieron  ijrrégulier  »  ejl  te  moitié  du  prifme  de  mime 
bafe  &  de  mime  hauteur. 

546.  Le  fufeau  parabolique  dont  la  bafe  efl  un 
cercle  ^  ejl^  la  moitié  du  cylindre  de  mime  bafe  &  dâ 
mime  hauteur. 

^47,  Deux  paraboloides  qui  ont  mime  bafe  & 
mime  hauteur  ;  font  toujours  égaux  quelque  foit  leur 
inclinaifon» 

548.  On  déduit  de  la  formation  de  cejolidej  que 

toutes  ks  courbes  qui  pafftnt  par  uriedes  arrêtes  du 

corps  &*  par  le  diamètre  de  la  parabole  génératrice , 

fini  des  paraboles.  Manière  d'en  déterminer  le  para" 

mètre.  Toutes  ces  paraboles  dans  un  fufeau  pgrabo^ 
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Uquc  droit  ou  ohliqufi  i  ont  le  mime  paramètre  fut 
2â  parabole  génératrice. 

5^p*  Lemme  dans  lequel  on  démontre  les  pro^ 
priétés  de  Cellipfe  analogues  aux  propriétés  de  Vîy* 
perhole  entre  les  ajymptotes.  Ce  lemme  ejl  aifoUi^ 
ment  nécejfaire  pour  la  démonftration  générale  Gr 
eomplette  de  la  folidité  de  VelUpfoide. 

f$o.  Un  eUipfoîde  eft  les  deux  tiers  du  tylindre 
de  mime  bafe  &  de  mime  hauteur.  Onjuppofeu 
eorps  formé  par  des  éléments  qui  croiffent  dans  la 
raifon  des  cercles  faits  fur  les  ordonnées  à  un  diametr^ 
quelconque. 

S^i.  Les  ettipjoîdes  qui  ont  un  diamètre  cammum 
Cr  d*une  mime  hauteur  quoique  différemment  imcli^ 
nés  y  font  égaux. 

^^2.  La  mime  propriété  a  lieu  par  rapport  à 
d'autres  corps  ellipfoides  dont  les  élémenu  Jeroîent 
des  polygones  quelconques ,  qm  croitroient  dans  le 
mime  rapport. 

SS3*  On  déduit  de  ce  théorime  général ,  lafoU-- 
dite  de  lajpbére. 

^54*  Cette  propofitîon  donne  le  moyen  de  cuber 
tous  les  fegments  ou  fe&eurs  elUpfoides ,  aufp,  bim 
que  les  ^ones  des  mimes  corps. 

5^5.  On  fait  voir  la  manière  de  oalcukr  unfeg'^ 
ment  quelconque  de  fphéroide  elliptique. 

5^5.  Explication  de  la  formule  algébrifui  troussée 
dans  l'article  précédent. 

557*  Application  de  la  mime  formule  auxfeg-- 
ments  Jphériques. 

^(8.  On  déduit  de  la  mime  formule  lafeMié 
de  ttj^ipfoiie. 
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Çjp,  Manière  de  cuber  un  feSeur  ^e  fphéroîde 
tUiptique,  en  faifant  ufagede  la  formule  précJdmte. 

J(Jo.  Comparaijon  de  Vellîpfoide  à  lafphére  di^ 
trite  fur  une  perpendiculaire  abaiffée  d'un  diamètre 
furfon  conjugué.  Ces  deux  folides font  entreux  comme 
le  quarrédu  diamètre  fur  lequel  on  ahàiffé  la  perpen* 
dieulairey  &  le  quarréde  cette  perpendiculaire. 

Le  mime  elUpfoide  eft  à  lafphére  décrite  fur  le  dia^ 
mètre  conjugué  au  diamètre  de  révolution  ^  comme 
le  diamètre  conjugué  à  la  perpendiculaire  abaiffée  de 
J^n  conjugué  fur  lui-mime. 

^6i.  Solidité  de  Vhyperboloide.  Elle  efl  égale  à  celle 
d'un  cine  tronqué  qui  a  mime  hauteur  que  l'hyperbole 
génératrice  dont  les  bafesfont  les  cercles  faits  Jur  le 
diamètre  conjugué  au  diamètre  de  révolution ,  ^  fur 
la  dernière  double  ordonnée  terminée  aux  ajymptotes, 
moins  un  cylindre  fait  fur  le  mime  diamètre  &  de 
mime  hauteur  que  thyperboloide. 

^62.  Il  faut  entendre  la  mime  chofe  de  tout  autre  ^ 
Iforps  hyperbolique, 

^63.  Analogie  entre  VhyperboUide  Cr  VeUipfoide^ 

^  64.  Manière  de  cuber  les  ^ones  hyperboliques. 

ç6y .  On  peut  déterminer  une  portion  d'hyperbo^ 
loide  égale  à  un  elUpfoide  propofé&  réciproquement, 

$66.  Définition  du  conoide  Êr  de  fes  dijférentes 
tfpéces. 

$6j.  Définition  du  diamètre  d*un  conoide  quel-^ 
tonque. 

ç68.  Si  Von  coupe  \in  conoide  quelconque  ^  il  en 
réfultera  toujours  unefe&ion  co^ue  de  mime  ejpece 
celles  que  nous  avons  examinée  dans  les  trois  prc" 
miers  livres.  * 
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j  6p .  Démùnflrationfux  le  paraholoide. 
J70.  T^outt  parabole  qui  réjulte  d*un  conoidepà^ 
taboUque  coupé  par  Un  plan  parallèle  au  diamètre 
du  conolde  ,  a  même  paramètre  que  Uparaholegéné^ 
ratrice. 

^rjx.  Toutes  ces  paraboles  Jont  ajymptotes  les  unes 
par  rapport  aux  autres  j&  ontla  propriété  principale 
de  VhyperboU  entre  Jes  afymptotes. 

572.  Si  Von  coupe  un  paraboloidt  par  un  plan  ob'^ 
hqut  au  diamètre  delà  courbe  génératrice  ûfeSion 
tft  unt  ellipfe. 

573  &  J74.  Toute  feSîon  d^un  elUpJoide  Jera 
toujours  une  ellipfei  ou  un  cercle^  lorfqueleplanam^ 
paru  eft  parallèle  aux  éléments  cîrcuhiirei  dont  on  le 
conçoit  campofé, 

57^,  Si  on  coupe  un  kyperboloîde  par  un  plan 
faraliele  au  diamètre  de  la  feSîon^  la  courbe  fira 
une  hyperbole. 

•  57^.  Gr  J77,  Si  lepïantoupant  eft  oblique  au 
diamètre ,  lafeSion  eft  une  elUpfe.  Dans  le  parcioUAio^ 
&  Vhyperboloide  on  peut  toujours  couper  deux  fortes 
de  courbes  ;  dans  Vellipfoide  on  n  en  peut  trouver  que 
du  genre  elliptique» 

578.  Toute  courbe  qui  réfuke  £  une  feSîon  faîte 
parallèlement  au  diamètre ,  eftfemblable  à  la  courbe 
génératrice. 

Supplément  auxfeSions  coniques  ou  Von  démontre 
d'une  manière  nouvelle  ^  la  propriétés  des  fécantes 
intérieures  &  extérieures  à  chicune  de  ces  courbes. 

•fin. 
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^ET.  I  •  p«  3*  I^.  s.fupprimâ  les  ^euz  poîntf 
f.pauhas,  oua^  Ufés^  on  a.  art.  i5«p«<?» 
lig.  a.  ordonné  Uf.  ordonnée,  art  25.  p.  15.  ligw 
5*  ;  que,  lif.  pas.  art.  38.  p.  ao ,  %•  $.  égal  t 
lîf.  égale,  art.  42.  p.  a  I ,  %•  ^  '  P^^  folutipn  $  ^    \ 

Uf.  pour  la  folution.  p.  27  >  I^.  2 ,  ou  ^  li/I  où. 
art.  2 5 ,  lig.  2 ,  pafTe ,  /ly:  paflent.  art.  77.  p«  S?» 
Kg.  I.  porobt^oleji  Uf.  parabole,  p.  40  »  lig.  14  ; 
donc  Bp*  X  vng^g^f^  Uf.  BD  je  «g =gp.  p»  44* 
lîg.  I .  du  diamètre,  hf  des  di^^etres.  p.  ^  6.  lig.  3. 
égal,  Uf.  égale,  p.  97  »  art.  ^3  — ^>  Kf-^ 
p.  ioi,ng.  i8,x— |^»,K/'.x~.«i*flidefcipag. 
a  o  ^  mettes  un  pointaprès  BT9  Se  ôtés  celui  qui  le 
trouveaprès PH. p.  107.%.  1 1  tPAHlif.TAB. 
p.  laô.  Kg.  I.  CP,  IJy:  CP*.  p.  122.  Ug.  10, 
ÇL*,  II/,  a*,  p.  124,  «g.  22,Iî/::EL>cIJ).  p.  1 3  ?• 
^ .  lig.  pu  /i^.  où.  p*  1 37«  Ug.  6.  foit Uf  fut.  p*  1 3 7* 
art.  215.  propofîtjoh)  Uf.  proportion.  ai:t.  :ii.S^ 
p.  i5o>Iig.6,a9liyila.p.i53.art.225. Kg.  14. 
PQ,  lîy.  Q'^.  p.  160.  art  22p.  %.  3.  ces  I^.  fes. 
art.  93  i.^i  X  73*  Kg*  $  »  égah  lî^  égale,  p.  lé^St 
Kg.  1 1 ,  ou  s  lij(I  pour.  p.  17I9  Ug»  161  abaifera  t 
jî/.  abaiffera.  p.  X77.art.  24^.  lig.  7 ,  du  cercle 
Fp  I  {(T-  dont  Pp.  p.  181.  I^.  ip,  mettes  un  point 
^rès  CD.  p.  x8][.  Zîg.  4  >  cf^  Uf.  C^.  Ibià.  arc 
a^2,  CA1*+CQ,  Ii/:CAf*+CQ».  p.  194.  %rt. 
974*  lois,  byiloïx.  p.  ip^.  d'une hyperboloïde, 
Uf  d'un.  p.  197.  %.  2.  plulieures,  plufieurs.  art. 
48a.  |p4  20 1.  lig.  3.  une  loiz  ^  I^  loi.  p.  20^ 


